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♦✉ ❧❡✉r ❛♠✐t✐é✱ ♠✬♦♥t ❛♣♣♦rté ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥✳ ❏❡ t✐❡♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❛❞r❡ss❡r
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✸❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❛✉ss✐ ❝❤❛❧❡✉r❡✉s❡♠❡♥t t♦✉s
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❛♠♦✉r ❡t ❧❡✉rs ❝♦♥s❡✐❧s q✉❡ ❥❡ tr♦✉✈❡ t♦✉❥♦✉rs très ♣ré❝✐❡✉①✳ ◗✉❡ ❞✐❡✉ ❧❡s
❣❛r❞❡ ✦
❆ ♠♦♥ ❝❤❡r ❢rèr❡ ❆♥❛ss ❡t ♠❡s ❝❤èr❡s s÷✉rs ■♥❡s✱ ❆❤❧❡♠✱ ■❦r❛♠ ♣♦✉r ❧❡✉r
❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t✱ ❧❡✉r ❛♠♦✉r ❡t ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ❡♥ ❧❡✉r s♦✉❤❛✐t❛♥t t♦✉t ❧❡
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Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✾
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
▼♦t✐✈❛t✐♦♥s
▲❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❡♣✉✐s ✉♥ s✐è❝❧❡ ❛ ♠❛rq✉é ✉♥
❣r❛♥❞ ✈✐r❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡✳ ▲❛
♠❛❣✐❡ ❞✉ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st q✉✬✐❧ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❝❛❧✐❜r❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❡t s✉❜❛t♦♠✐q✉❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❡ ❇r❛❣❣ ✭✐✳❡✳ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❞❡ ❇r❛❣❣ ✶ ❡t ❧❛ ❞✐❢✲
❢r❛❝t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❳ ❝❢✳❬✷❪ ✮✱ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♦♥❞❡✲❝♦r♣✉s❝✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ✷
❡t ❧❛ r❛❞✐♦❛❝t✐✈✐té ❞✉ ❝♦r♣s ♥♦✐r ❞❡ ●✉st❛✈ ❑✐r❝❤❤♦✛ ✭❝❢✳ ❬✺✺❪✮ s♦♥t ❞❡s ♣❤é✲
♥♦♠è♥❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s
s✉✣s❛♥t❡s✳ ▲✬✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞ét❡❝té❡ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♦❜t❡♥✉s
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❧❛ P❤②s✐q✉❡ ♠❛✐s✱ ❛ ✐♥❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡
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▲❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❡st ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡①✐st❛♥t ♣❛rt♦✉t
✶✳ ❲✐❧❧✐❛♠ ▲❛✉r❡♥❝❡ ❇r❛❣❣ ✭✶✽✼✵✴✶✾✼✶✮ ❡st ✉♥ ♣❤②s✐❝✐❡♥ ❛✉str❛❧✐❡♥ q✉✐ ❛ ❡✉ ✉♥ ♣r✐①
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✷✳ ▲❛ ❞✉❛❧✐té ♦♥❞❡✲❝♦r♣✉s❝✉❧❡ ❛ été ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦❜❥❡t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ♣❛r ▲♦✉✐s
❇r♦❣❧✐❡ ❡♥ ✶✾✷✹
✶✵
▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ✶✶
❞❛♥s ❧❛ ♥❛t✉r❡ q✉✐ s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✈❛r✐és ❡t à ❞✐✛ér❡♥t❡s
é❝❤❡❧❧❡s ✿
• ➚ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳
• ➚ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❤✉♠❛✐♥❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s s♦♥♥❡✉rs✳
• ❆ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♦♥❞❡s s✐s♠✐q✉❡s✳
• ➚ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs ✿ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✸✳
❉❛♥s ❧❛ ♥❛t✉r❡✱ ❧❡s ♦♥❞❡s ♣❡✉✈❡♥t s✉❜✐r ✉♥❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✐✲
r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ♦ù ❡❧❧❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❛ ✐♥s♣✐ré
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❢❛✈♦r❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s
♦♥❞❡s✱ ♣♦✉✈❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ♣rés❡r✈❡r ✳
❆②❛♥t ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ s♦❧✐❞❡✱ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ré✉ss✐t à ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛
♠❛t✐èr❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❛t♦♠✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❛ ♣❡r♠✐s✱ ❞❡♣✉✐s s♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡✱ ❞✬✐♥✈❡st✐r
❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✐♥❞✉str✐❡❧ ♣♦✉r ❝ré❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ ré❞✉✐t❡ ✭❞❡s
♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❡s✮✳ ❈❡❝✐ ❛ st✐♠✉❧é ✉♥ ♣r♦❣rès r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t
ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ✿ ✓ ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡
q✉❛♥t✐q✉❡s ✔✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ s♦♥ ♥♦♠✱ ❡st ✉♥ s②stè♠❡
♣❤②s✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣✉✐❞❡r ❧❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✭❧❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✱
❛❝♦✉st✐q✉❡s✱ ♦♣t✐q✉❡s✳✳✳✮✳ ❙♦♥ rô❧❡ ❡st ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✳
P❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s st✐♣✉❧❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ étr♦✐t ❡♥tr❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥
❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞♦♥♥é ❡t s❛ ❢♦r♠❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s
s✉r s❡s ❜♦r❞s s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❜♦r♥é ❛✉ ♠♦✐♥s
s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❝❢✳ ❬✷✶❪✱ ❬✹✹❪✮✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛rt✐❝❧❡s s♦♥t ❞é❞✐és ❧✬ét✉❞✐❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❞❛♥s
❧❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡s✳ ❈❡ q✉✐ r❡♥❞ ❝❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ♣❤②✲
s✐q✉❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡st✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧s s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥✲
✸✳ ❖❜s❡r✈é❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❧❡ ✶✹ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✶✺✳ ❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥ ❛ ♣ré❞✐t ❧❡✉r
❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡♣✉✐s ✶✾✶✻✳
✶✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
t❛❧❡♠❡♥t ✭❝❡❝✐ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧✐é à ❧❡✉r t❛✐❧❧❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡✮ ❡t
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧s s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♦❜✲
s❡r✈❡r ❞❡s ❡✛❡ts q✉❛♥t✐q✉❡s ❡t ❧❡s ét✉❞✐❡r✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡
q✉❛♥t✐q✉❡s ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞❡s s②stè♠❡s ♠és♦s❝♦♣✐q✉❡s ✭❝❢✳❬✶✾❪✮✳
❙✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ✉♥ s②stè♠❡
✭❝♦♥str✉✐t ❞❡s ❛t♦♠❡s✱ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ✳✳✳✮ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❛♣♣❡❧és ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
✭❝❢✳❬✹✺❪✮ ✿
H := − ~
2
2m
∆+ V sur L2(Ω), ✭✶✳✶✮
❛✈❡❝ Ω ⊂ Rn✱ n ∈ N∗ ❡st ❧❡ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ét✉❞✐é✱ ∆ ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦♣é✲
r❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❞❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❛♣♣❡❧é ✿
ope´rateur de Laplace ∆ :=
∑
1≤i≤n
∂2
∂2xi
. ✭✶✳✷✮
m ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ré❞✉✐t❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ~ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡
P❧❛♥❝❦ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❡❧❧❡ V ❡st ❛♣♣❡❧é ♣♦t❡♥t✐❡❧✳
P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡s ét✉❞❡s ♦♥ s✉♣♣♦s❡ s♦✉✈❡♥t
q✉❡ ~
2m
= 1✳ ❙✉✐✈❛♥t ❝❡ ❝❤♦✐①✱ s✐ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ V ❡st ♥✉❧✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t
❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ Ω ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❡st ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✿
l′equation de Schro¨dinger i∂tψ +∆ψ = 0. ✭✶✳✸✮
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ❞❡s ♦♥❞❡s ❧❡ ❧♦♥❣
❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ét✉❞✐é s❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣❛r
l′equation d′onde ∂2t ψ −∆ψ = 0. ✭✶✳✹✮
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭✐✳❡✳ s✐ ❧❡ s②stè♠❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ t❡♠♣s✮✱ ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✳✸✮ ❡t ✭✶✳✹✮ s❡ ❝♦♠❜✐♥❡♥t ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✿
l′equation de Helmholtz −∆ψ = λψ. ✭✶✳✺✮
▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ✶✸
❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❝❤❛r❣é❡ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ q✉❛♥✲
t✐q✉❡ ♠és♦s❝♦♣✐q✉❡ Ω q✉✐ ❡st ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ −∆ ❞é✜♥✐ s✉r L2(Ω)✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ét❛❜❧✐❡
❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❬✷✽❪✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés s♣❡❝tr❛❧❡s ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❣é♦✲
♠étr✐❡ ❞❡ Ω ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ✐♠♣♦sé❡s s✉r ∂Ω ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ Ω✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ✭✶✳✺✮✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ r❡♣rés❡♥t❡
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ♦ù λ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❡t ψ s♦♥
✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡ λ r❡♣rés❡♥t❡
❧✬ét❛t ❧✐é ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳
❉❡♣✉✐s ❧♦♥❣t❡♠♣s ❡t ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♣❡❝tr❛✉① ✐♥s♣✐r❡♥t
❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ét✉❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣♦✉r ❡①❛♠✐♥❡r ❧✬❡✛❡t
❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ❧❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ très ✐♥tér❡ss❛♥t q✉✐ ❛ été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t
tr❛✐té ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛rt✐❝❧❡s✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ✭❞❡s ét❛ts ❧✐és
❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❞✉✐ts✮ ❡t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ s♦♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ét✉❞✐❡r✳ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ét✉❞❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✐ss✉❡s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♣❛r❡✐❧s ♦♥t ❛♣♣♦rté ✉♥ ❛✈❛♥✲
❝❡♠❡♥t r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❣✉✐❞❡s
❞✬♦♥❞❡ ♠és♦s❝♦♣✐q✉❡s✳
▲❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ ♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥st✐t✉é
✉♥ ✈♦❧❡t ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❯♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❢♦r♠é ❞❡ ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s ✿ ♣❛r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ❬✶✵✱ ✶✶✱ ✷✸✱ ✷✹✱ ✸✸✱ ✹✵✱ ✹✶❪✱ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡
❬✶✾✱ ✷✷✱ ✸✺❪✱ ♦✉ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦✉r❜✉r❡ ❡t t♦rs✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
❬✷✹✱ ✸✺❪✳
❉❛♥s ❬✶✶✱ ✷✸✱ ✷✹✱ ✸✺❪✱ ✐❧ ❡st ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞é✲
♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ✭♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t
❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ t♦rs✐♦♥✮✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♣❡❝tr❛❧ é✈♦q✉❛♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
✶✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❜♦r❞s ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ ét✉❞✐és✱ ❡st ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ r✐❝❤❡ q✉✐ ❛ ❢❛✐t
❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① ✭❝❢✳❬✹❪ ❡t ❬✹✾❪ ✮✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s❛❝r❡r t♦✉t ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭❈❤❛♣✐tr❡✳✹✮ ♣♦✉r ♣rés❡♥t❡r ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ét❛✲
❜❧✐❡s✳
▲❛ ♣rés❡♥t❡ t❤ès❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s
♠❡♥és ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❡①❛♠✐♥❡r ❧✬❡✛❡t
❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞✬✉♥ t✉❜❡ t♦rs❛❞é s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
s♣❡❝tr❛❧❡s ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ✭P❛rt✐❡✳■■✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧✬✐♥✲
✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ ❞✬✉♥ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ✭P❛rt✐❡✳■■■✮✳
❆✈❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ♥♦s rés✉❧t❛ts✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❞♦♥♥❡r
❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♥♦s ♠♦❞è❧❡s ❡t ❧❡s ❣✉✐❞❡s
❞✬♦♥❞❡ q✉✬♦♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r✱ t♦✉t ❡♥ r❛♣♣❡❧❛♥t✱ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ❞❡s rés✉❧t❛ts
s✐♠✐❧❛✐r❡s ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐s✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
●é♦♠étr✐❡s
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❝♦♥s✐st❡ à ét❛❜❧✐r ✉♥❡
ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✿
−∆Ω sur L2(Ω), ✭✷✳✶✮
♦ù −∆Ω ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ Ω ❞❡ ❢♦r♠❡
t✉❜✉❧❛✐r❡✳ P♦✉r êtr❡ ré❛❧✐sé❡✱ ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ Ω ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❜♦r❞s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r✳
❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❡st ❞❡ ♣ré❝✐s❡r
❧✬❡✛❡t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❛♣♣❧✐q✉é❡s s✉r ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞♦♥♥é Ω✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
♠❡ttr❡ ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡
❣é♦♠étr✐q✉❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥s✐st❡ à
❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ à ✉♥ t✉❜❡ ❞r♦✐t✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❡r Ω ❝♦♥s✐st❡ à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❝♦♥s✐❞éré❡s ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ✐♥✐t✐❛❧❡s s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω✳
✶✺
✶✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ Ω ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ très ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s♣❡❝✲
tr❛❧❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s L2(Ω)✳ P❧✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡
❞✬♦♥❞❡ ♣❡rt✉r❜é ❡st ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❧✉s ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♠❡♥❡r ❧✬❛♥❛❧②s❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❡st ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ✐♠♣♦sé❡s
♦♥t✱ é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ rô❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ s❡✉✐❧ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ ❧✬♦♣é✲
r❛t❡✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ét✉❞✐é✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s❛❝r❡r t♦✉t ✉♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦✉r ❜✐❡♥
❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❡t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s✳
▲❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t s♦♥t ❧❡s t✉❜❡s ❞❛♥s R3 ❞❡ ❧♦♥✲
❣✉❡✉r ✐♥✜♥✐❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡✮✱ q✉✐
s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞r♦✐ts ♠❛✐s ❛②❛♥t s✉❜✐ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉
t②♣❡ t♦rs✐♦♥ ♦✉ ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❡t ❝♦✉r❜✉r❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é
❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❞♦✐t ❞é✜♥✐r ✿
• ❯♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡r✲
s❛❧❡ ❞✉ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é ✭❞✉ t✉❜❡ ❞r♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t✮✳
• ❯♥❡ ❝♦✉r❜❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ t✉❜❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞r♦✐t s❡r❛ ❞é❢♦r♠é✳ ❈✬❡st
❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
• ❯♥ r❡♣èr❡ ♠♦❜✐❧❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r r❡♣ér❡r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t s❡ tr♦✉✈❛♥t ❞❛♥s
❧❡ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é✳
▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é ❡st ré❛❧✐sé❡✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ✈✐❛
❧❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ré✲
❢ér❡♥❝❡ ❝❤♦✐s✐❡✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ✿
●é♦♠étr✐❡s ✶✼
✷✳✶ ❙❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡
❙♦✐t ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é✱ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ R2 ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ s❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st
ré❣✉❧✐èr❡ ✭♦♥ ♣ré❝✐s❡r❛ ❛♣rès ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ré❣✉❧❛r✐té✮✳ ❖♥ ♣♦s❡ ✿
d := sup
t∈ω
|t| = sup
(t2,t3)∈ω
√
t22 + t
2
3. ✭✷✳✷✮
✭✷✳✷✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ q✉✐ s❡♣❛r❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❖ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❧❡
♣❧✉s ❧♦✐♥✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ❙♦✐t α ∈ (0, 2π) ♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r rα ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥
❞❛♥s R2 ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
rα :=
 cosα − sinα
sinα cosα
 ✭✷✳✸✮
❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r ωα ❧✬♦✉✈❡rt ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
ωα := rαω =
{
(t2 cosα− t3 sinα, t2 sinα + t3 cosα) | (t2, t3) ∈ ω
}
.
✭✷✳✹✮
❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬♦✉✈❡rt ω ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r✐❣✐♥❡
′′O′′ s✐ ♦♥ ❛ ✿
∀α ∈ (0, 2π) ωα = ω. ✭✷✳✺✮
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ✉♥ ♦✉✈❡rt q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✭✷✳✺✮ ❞❛♥s R2 ❡st
s♦✐t ✉♥ ❞✐sq✉❡ ❝❡♥tré ❡♥ O s♦✐t ✉♥❡ ❝♦✉r♦♥♥❡ ❝❡♥tré❡ ❡♥ O✳
✶✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❡s
❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡
ω✱ ♦♥ ✐♠♣♦s❡ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ♥♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r✐❣✐♥❡
✐✳❡✳ ❡❧❧❡ ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✺✮✳
❆♣rès ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡✱ ✐❧ ❡st t❡♠♣s ❞❡
❞♦♥♥❡r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ é❧é♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é ✿
✷✳✷ ❈♦✉r❜❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
❙♦✐t Γ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C3(R) ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧♦♥✲
❣✉❡✉r ❞✬❛r❝ ′′s′′ ✿
Γ : R −→ R3
s 7−→ (Γ1(s),Γ2(s),Γ3(s)). ✭✷✳✻✮
●é♦♠étr✐❡s ✶✾
▲❛ ❝♦✉r❜✉r❡✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r κ✱ ❡st✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿
κ(s) := |Γ¨(s)| = (Γ¨21(s) + Γ¨22(s) + Γ¨23(s))
1
2 , ∀s ∈ R. ✭✷✳✼✮
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ Γ ❡st ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✉♥✐t❛✐r❡ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡
|Γ˙(s)| = 1, ∀s ∈ R.
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ✈❛ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Γ✱
♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✉♥✐t❛✐r❡✳
❊♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ Γ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ r❡♣èr❡ ❞❡ ❋rê♥❡t (T, N, B) ✭❝❢✳ ❬✺✹❪✮ ✿
T = (T1, T2, T3) := Γ˙ = (Γ˙1, Γ˙2, Γ˙3) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r t❛♥❣❡♥t ❀
N = (N1, N2, N3) :=
1
κ
(Γ¨1, Γ¨2, Γ¨3) ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ❀
B = (B1, B2, B3) := T ∧N ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❜✐♥♦r♠❛❧✱
✭✷✳✽✮
♦ù T ∧N = 1
κ
(
Γ˙2Γ¨3 − Γ˙3Γ¨2, Γ˙1Γ¨3 − Γ˙3Γ¨1, Γ˙1Γ¨2 − Γ˙2Γ¨1
)
✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ Γ ❡st ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ❞❡ κ✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ‖ T ‖=‖ N ‖=‖ B ‖= 1✱ ♦ù ‖ . ‖
❡st ❧❛ ♥♦r♠❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ (T, N, B) ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡
❛♣♣❡❧é❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❋rê♥❡t✳
➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✐t ✉♥ s❡♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ κ(s) 6= 0✳
❙✐ κ(s) 6= 0✱ R(s) := 1
κ(s)
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Γ✳
■❧ ❡st ❜✐❡♥ é✈✐❞❡♥t q✉❡ ♣❧✉s ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st ♣❡t✐t❡✱ ♣❧✉s ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡
❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✳
❙♦✐t ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✭✐✳❡✳ ω ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✺✮✮✳
Ω0 := R× ω ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t✉❜❡ ❞r♦✐t✳ ❙♦✐t Lc ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
Lc : Ω0 −→ R3 ✭✷✳✾✮
(s, t) = (s, t2, t3) 7−→ Γ(s) + t2N(s) + t3B(s).
Ωc := Lc(Ω0) r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡
q✉❡ Ω0 ✳
✷✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❚✉❜❡ ❝♦✉r❜é ❞♦♥t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡st ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡
▲❡ r❡♣èr❡ ❞❡ ❋rê♥❡t é✈♦❧✉❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Γ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡
❋rê♥❡t✲❙❡rr❡t ✭❝❢✳ ❬✸✹❪✱ ❬✹✻✱ ♣✳ ✷✺✹✲✷✺✾ ❡t ✹✻✾❪✮ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
T
N
B

′
=
d
ds

T
N
B
 :=

0 κ 0
−κ 0 τ
0 −τ 0


T
N
B
 . ✭✷✳✶✵✮
τ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ✭♦✉ t♦rs✐♦♥✮ ❞❡ Γ ❡t ❡❧❧❡ ❡st ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿
τ =
[
Γ˙, Γ¨,
✳✳✳
Γ
]
‖Γ˙ ∧ Γ¨‖2 ; ✭✷✳✶✶✮
❛✈❡❝ ✿[
Γ˙, Γ¨,
✳✳✳
Γ
]
=
(
Γ˙1Γ¨2
✳✳✳
Γ3 + Γ¨1
✳✳✳
Γ2Γ˙3 +
✳✳✳
Γ1Γ˙2Γ¨3
)
−
(
Γ˙3Γ¨2
✳✳✳
Γ1 + Γ¨1
✳✳✳
Γ3Γ˙2 +
✳✳✳
Γ2Γ˙1Γ¨3
)
❡t Γ˙ ∧ Γ¨ = t
(
Γ˙2Γ¨3 − Γ˙3Γ¨2, Γ˙1Γ¨3 − Γ˙3Γ¨1, Γ˙1Γ¨2 − Γ˙2Γ¨1
)
❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✿
❝♦♠♠❡♥t r❡♣ér❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥ t✉❜❡ ❝♦✉r❜é q✉✐ s✉❜✐t ✉♥❡ ❛✉tr❡
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ t❡❧❧❡ q✉✬✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ❄

✷✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡s ✿ 
T θ(s) := T (s),
N θ(s) := cos θ(s)N(s)− sin θ(s)B(s),
Bθ(s) := sin θ(s)N(s) + cos θ(s)B(s),
✭✷✳✶✸✮
▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ r❡♣èr❡ (T θ, N θ, Bθ) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❛♣rès r♦t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
❛♥❣❧❡ é❣❛❧ à θ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
T θ
N θ
Bθ

′
=
d
ds

T θ
N θ
Bθ
 :=

0 κ cos θ κ sin θ
−κ cos θ 0 τ − θ˙
−κ sin θ −(τ − θ˙) 0


T θ
N θ
Bθ
 .
✭✷✳✶✹✮
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ r❡♣èr❡ ♣✐✈♦té ♥♦✉s ♠❡t ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
❧❡ t✉❜❡ ❝♦✉r❜é ❡t t♦rs❛❞é s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳
✷✳✹ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é
❙♦✐t θ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1(R)✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r L ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
L : Ω0 −→ R3 ✭✷✳✶✺✮
(s, t) = (s, t2, t3) 7−→ Γ(s) + t2N θ(s) + t3Bθ(s),
♦ù Ω0 = R× ω✱ T θ✱ N θ ❡t Bθ s♦♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❋rê♥❡t ♣✐✈♦té❡
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✷✳✶✸✮✳
▲❡ t✉❜❡ t♦rs❛❞é ❡t ❝♦✉r❜é✱ ♥♦té Ω✱ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ t✉❜❡ ❞r♦✐t
Ω0 ♣❛r L ✐✳❡✳ Ω := L(Ω0). ■❧ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t ❧✬♦✉✈❡rt ω ❡t
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s κ✱ τ ❡t θ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ Γ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s κ ❡t τ ✭❝❢✳ ❬✸✹❪✮ ❡t ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ Rθ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡
❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t θ✳

✷✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡✱ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ t✉❜✉❧❛✐r❡✱ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡
❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❛♣♣❡❧❡r ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡✳✹✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧✲
❧❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ré❛❧✐sés ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡✳
❆♣rès ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡✱ ✐❧ ❡st t❡♠♣s
❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝r✐tèr❡ q✉✬♦♥ ❞♦✐t ♠❡ttr❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡
❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ✐❝✐ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❜♦r❞s✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s s❡ ♣♦s❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ré✲
s♦✉❞r❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❊✳❉✳P ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ éq✉❛✲
t✐♦♥ ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s ❊✳❉✳❖✮ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❜♦r♥é ✭❛✉ ♠♦✐♥s s✉✐✈❛♥t
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳
■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s q✉✐ ❞✐✛ér❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉①
♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉❡ ❞♦✐t
✈ér✐✜❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ ❊✳❉✳P ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❊✳❉✳❖✮ à rés♦✉❞r❡✳ ❉❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❡ttr❡ ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ✿
✸✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ✭♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡
♣r❡♠✐❡r t②♣❡✮ ❛ été ♥♦♠♠é❡ ❛✉♣rès ❞✉ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❛❧❧❡♠❛♥❞ ❏♦❤❛♥♥ P❡✲
t❡r ●✉st❛✈ ▲❡❥❡✉♥❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ✭✶✸✲✵✷✲✶✽✵✺ ✴ ✵✺✲✵✺✲✶✽✺✾✮✳ ◗✉❛♥❞ ❝❡ t②♣❡ ❞❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❡st ✐♠♣♦sé✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❊✳❉✳P ✭r❡s♣❡❝✲
✷✺
✷✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
t✐✈❡♠❡♥t ❊✳❉✳❖✮✱ ✐❧ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r q✉❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉①
❜♦r❞s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st é❣❛❧❡ à ③❡r♦✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❜♦r❞s ♠♦❞é❧✐s❡
❝❡rt❛✐♥s ❝r✐tèr❡s ♣♦✉r ❧❡s ❣✉✐❞❡s ét✉❞✐és✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❝✬❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❜♦r❞s ✜①❡s ❞✬✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ é❧❛st✐q✉❡ ✈✐❜r❛♥t❡✳ ❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
❛❞❛♣té ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❜♦r❞s t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦♣❛q✉❡s ❡t ré✢é❝❤✐ss❛♥ts ❞❡s
✜❜r❡s ♦♣t✐q✉❡s✳
❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❡st ❧❡ ♣❧✉s ét✉❞✐é ♣❛r♠✐ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❡①✐st❛♥ts ✭❝❢✳ ❬✾✱ ✶✶✱ ✶✸✱ ✶✹✱ ✶✺✱ ✶✾✱ ✶✻❪✮ ❡t ✐❧
❡st ❧❡ ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧✐q✉é✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡r ✉♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❜♦r❞s ✿
✸✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ t②♣❡ ◆❡✉♠❛♥♥
▲❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ✭♦✉ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❜♦r❞
❞❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡✮ ❛ été t✐ré ❞✉ ♥♦♠ ❞✉ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❛❧❧❡♠❛♥❞ ❈❛❧ ●♦tt❢r✐❡❞
◆❡✉♠❛♥♥ ✭✵✼✲✵✺✲✶✽✸✷ ✴ ✷✼✲✵✸✲✶✾✷✺✮✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ E.D.P ✭r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ E.D.O✮ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s✱ ♦♥
s❡ ✜①❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❜♦r♥é Ω ⊂ Rn✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❜♦r❞s q✉❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ψ ❡st ✐♥t❡r♣rété❡ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té
∂ψ
∂n
(x) := ∇ψ(x).n(x) = ϕ(x), ∀ x ∈ ∂Ω, ✭✸✳✶✮
♦ù n ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ♥♦r♠❛❧ à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω ❛✉ ♣♦✐♥t x✳ ❙✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ q✉❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ψ ❡st ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡
✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✳
■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❜♦r❞s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ✷✼
❡st à ❛❞♦♣t❡r ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❜♦r❞ ❞✬✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈✐❜r❛♥t❡ q✉✐ ❡st ❧✐❜r❡ ❞❡
❜♦✉❣❡r✳ ❈✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐s♦❧❛♥t ❞❡s ❜♦r❞s
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉① ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r✳
❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❛ été ét✉❞✐é ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉①
✭❝❢✳❬✺✵✱ ♣ ✺✻✺❪✱❬✺✸✱ ♣ ✶✸✽❪✮✳
✸✳✸ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❡t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✐①t❡s
❊♥ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ♠✐①t❡s ♦✉ ♠ê❧é❡s ♣♦✉r ✉♥❡
❊✳❉✳P ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛✉① ❜♦r❞s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉r ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s
❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦ù ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ét✉❞✐é✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞❛♥s
❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t
♦✉ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ψ ❞✬✉♥❡ ❊✳❉✳P ❞é✜♥✐❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ Ω✱ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ∂Ω := ∂Ω1 ∪
∂Ω2 ❡t q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✿  ψ = ϕ1, s✉r ∂Ω1 ❀∂ψ
∂N
= ϕ2, s✉r ∂Ω2✳
✭✸✳✷✮
■❧ ❢❛✉t s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ♠✐①t❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❘♦❜✐♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r t②♣❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ s✉r t♦✉t❡ ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r q✉✐ s✬❡st ✐♥tér❡ssé ❡t ❛ rés♦❧✉ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ♠✐①t❡s ❡st ❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ P♦❧♦♥❛✐s ❙t❛♥✐s➟❛✇ ❩❛✲
r❡♠❜❛ ✭✸✲✶✵✲✶✽✻✸ ✴ ✷✸✲✶✶✲ ✶✾✹✷✮ ♣♦✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝✬ét❛✐t
✷✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉❣❣éré ♣❛r ❲✐❧❤❡❧♠ ❲✐♥t✐♥❣❡r ✹ ✭❝❢✳ ❬✺✼❪✮✳
❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ♠✐①t❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❜♦r❞s ✭❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡✮ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡ t②♣❡
❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s✳
▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ♠✐①t❡s
❛ ✐♥tér❡ssé ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs q✉❡ ❩❛r❡♠❜❛ ❬✹✱ ✸✽✱ ✹✼✱ ✹✾❪
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✐♥tr♦❞✉❝tr✐❝❡ s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
✉♥❡ ✐❞é❡ s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ q✉✐ ♦♥t ✐♥tér❡ssé ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs✳
❈❡❝✐ ♥♦✉s r❡♥❞ ❝✉r✐❡✉① ❞❡ s❛✈♦✐r ❧❡ ❝♦♠♣t❡ r❡♥❞✉ ❞❡s ét✉❞❡s ❝♦♥s❛❝ré❡s ♣♦✉r
❝❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s à ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠❡✳ ■❧ ❡st t❡♠♣s ❛❧♦rs
❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts é❧❛❜♦rés ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝❡ s✉❥❡t ❡t q✉✐ r❡♣ré✲
s❡♥t❛✐❡♥t ✉♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡ ♣rés❡♥t tr❛✈❛✐❧✳
✹✳
✓ ▼✳ ❲✐♥t✐♥❣❡r✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♥✈❡rs❛t✐♦♥ ♣r✐✈é❡✱ ❛ ❛tt✐ré ♠♦♥ ❛tt❡♥t✐♦♥ s✉r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉ ✈ér✐✜❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡
❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✭❉✮ ét❛♥t ❞♦♥♥é✱ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✭❙✮ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✱ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ♣ér✐♣❤ér✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞é❡✱ s✉r ❧❡ r❡st❡ ✭❙✬✮ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡✳ ❏❡ ♠❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡
❢❛✐r❡ ❝♦♥♥❛✐tr❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ très ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❝❡t ✐♥tér❡ss❛♥t ♣r♦❜❧è♠❡✳ ✔
❙✳ ❩❛r❡♠❜❛ ❬✺✼❪
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s
❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ ❡t s❛ ❣r❛♥❞❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛rt✐❝❧❡s s♦♥t ❞é❞✐és à ét✉❞✐❡r
❝❡ ❧✐❡♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♣❡❝tr❛❧❡s
❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s q✉✐ ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❡♥t✳
❯♥ ❛✉tr❡ ❝r✐tèr❡ q✉✐ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞♦♥♥é ❡st ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛✉① ❜♦r❞s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s rés✉♠❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞é♠♦♥trés ❞❛♥s ❞❡s
tr❛✈❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡✛❡t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡✳ ❖♥
♥❡ ✈❛ ♣❛s s❡ ❧✐♠✐t❡r à r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❣é♦♠é✲
tr✐q✉❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s✱ ♦♥ ✈❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡✛❡❝t✉és
❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
♠✐①t❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝✐t❡r ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts rés✉❧t❛ts q✉✐ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡ ❣r❛♥❞
❡✛❡t ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❜♦r❞s ❝♦♥s✐❞éré❡s s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ q✉❛♥t✐q✉❡ WG
✷✾
✸✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✭❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♦✉ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✮ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t s♦✉✈❡♥t à ré❛❧✐s❡r ❧✬ét✉❞❡
s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞é❝r✐✈❛♥t s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡
s♣❡❝tr❛❧ q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ét✉❞✐❡r ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
➱t✉❞✐❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ HBCWG ❞é✜♥✐ ❞❛♥s L
2(WG)✱ ♦ù BC r❡✲
♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s tr❛✈❛✉①
q✉✬♦♥ ✈❛ ❝✐t❡r✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ét✉❞✐é ♥✬❡st q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛✲
♣❧❛❝❡✳ ◆♦✉s ♠❡ttr♦♥s ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧❡s ét✉❞❡s ♠❡♥é❡s ♣♦✉r ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡
❝♦✉r❜és ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❡✛❡t ❛ttr❛❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡t s❛
t❡♥❞❛♥❝❡ à ❢❛✐r❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ s❡✉✐❧ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❝♦♥s✐✲
❞éré✳ ◆♦✉s ✐♥s✐st❡r♦♥s ❞❡ ♣❧✉s s✉r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ré♣✉❧s✐❢ ❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ♠✐s ❡♥
é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❛rt✐❝❧❡s ❡t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ré❛✲
❧✐sés ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t
♣❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❛s♣❡❝t ❛ttr❛❝t❡✉r ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉✐ ♣♦rt❡♥t s✉r ❞❡s ét✉❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s
❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ♠✐①t❡s ✭❉❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳✮✳
▲❡s rés✉❧t❛ts s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡
❡♥ ❡①❡r❣✉❡ ❧✬❛✈❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ét✉❞❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳
❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s ❛✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡✳
✹✳✶ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s
▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ ♣❡rt✉r❜és ❛ été é✈♦q✉é✱ ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s
❞✬✉♥ q✉❛rt ❞❡ s✐è❝❧❡✱ ♣❛r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞✬❊①♥❡r ❡t Sˇ❡❜❛✳ ❊♥ ✶✾✽✼✱ ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs
♦♥t ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s
❜❛♥❞❡s ❝♦✉r❜é❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ❡t ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡
r❛♣✐❞❡✳ ❙♦✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❊①♥❡r ❡t Sˇ❡❜❛ ♦♥t ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✷✺❪ q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡
❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ✸✶
❞✐s❝r❡t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❝✐r❝✉❧❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡
t❡❧❧❡ ❜❛♥❞❡ ❝♦✉r❜é❡ ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡
❞✬♦♥❞❡ ❛ été ét✉❞✐é ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❉✉❝❧♦s ❡t ❊①♥❡r ❬✶✾❪✳ ▲❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ à ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❧❡♥t❡ ❛ été tr❛✐té ♣❛r ❊①♥❡r ❞❛♥s ❬✷✻❪✳
P❧✉s t❛r❞✱ ●♦❧❞st♦♥❡ ❡t ❏❛✛❡ ♦♥t✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ét✉❞✐é ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s ❞❛♥s ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s
❝♦✉r❜és ♠❛✐s✱ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣✉ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❞❡s t✉❜❡s tr✐✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❛②❛♥t ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝✐r❝✉❧❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ❬✸✵❪✱
✐❧s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❞❡ ❝♦✉r✲
❜✉r❡ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❛❞♠❡t ❞❡s ét❛ts ❧✐és ❛✉✲❞❡ss♦✉s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡
❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❉❛♥s ❬✸✵❪✱ ♦♥ ♥❡ ✈♦✐t q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❛ttr❛❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✳ ❈❡❧❛ ❡st
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞û ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥ q✉✐ ❡st s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
θ(s) = − ∫ s−∞ τ(s′)ds′✱ ♦ù τ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡
❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞é❢♦r♠é ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥✳✷✳✹✳
▲❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ❡t ❏❛✛❡ ❛ été ❛✉ss✐ ❞é♠♦♥tré ♣❛r ❉✉❝❧♦s ❡t
❊①♥❡r ❞❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✾❪ ♦ù ✐❧s ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ ♠és♦s❝♦♣✐q✉❡s✳
▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❬✶✾❪ ❡t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ♣❛r ●♦❧❞st♦♥❡ ❡t ❏❛✛❡ ❞❛♥s ❬✸✵❪
s❡ ♠❛♥✐❢❡st❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s s✉r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡✳ ❊♥
❡✛❡t ❞❛♥s ❬✶✾❪ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❧❡s t✉❜❡s ✜♥s ❞♦♥t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ♥♦♥
✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ t✉❜❡ ❞♦♥t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡
❡st ✉♥ ❞✐sq✉❡ ❞❛♥s ❬✸✵❪✳ ❉✬❛✉tr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r θ˙ ❡t θ¨ s♦♥t ♣rés❡♥t❡s ❞❛♥s
❬✶✾❪✳
❊♥ 1995✱ ❈❧❛r❝❦ ❡t ❇r❛❝❦❡♥ s❡ s♦♥t ✐♥tér❡ssés ❛✉① ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ q✉❛♥✲
t✐q✉❡s ❞é❝r✐ts ♣❛r ❊①♥❡r ❡t ❉✉❝❧♦s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✸❪✱ ✐❧s ♦♥t
ét✉❞✐é ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞é✜♥✐
❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♠❛✐s ❡①❛♠✐♥é ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡✉r ét✉❞❡
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡❢✲
❢❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡①♣r✐♠é ❞❛♥s ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❞❡
✸✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s✳ ❯♥❡ ❛♥♥é❡ ♣❧✉s t❛r❞✱ ❧❡s ♠ê♠❡s ❛✉t❡✉rs ✭❈❧❛r❝❦ ❡t
❇r❛❝❦❡♥✮✱ ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬✶✹❪✱ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à
❞❡s t✉❜❡s ❞♦♥t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡st ♥♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡
♥❛✐ss❛♥❝❡ à ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡✳
▲❡s ❝♦✉❝❤❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ✭❧❛②❡rs ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ r❡♣rés❡♥t❛✐❡♥t ✉♥ ♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡
♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❡r❝❤❡✉rs✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❛ été ét✉❞✐é ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞é❢♦r♠é❡ ❞❛♥s
❬✻❪ ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❧✐és ❛✉ ❞❡ss♦✉s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✉
s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ s✐ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ét❛✐t ✉♥❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ét✉❞✐é ♣❛r ❇✉❧❧❛ ❡t ❛❧ ❬✼❪ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❜✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❉❛♥s ❬✷✵❪✱ ▲❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡st ét✉❞✐é ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡
❝♦✉r❜é❡ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s✬❛♥♥✉❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❊♥
2003✱ ❈❛rr♦♥ ❡t ❛❧ ♦♥t ♣✉ ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❉✉❝❧♦s ❡t
❛❧ ❬✷✵❪✱ ✐❧s s♦♥t ♠ê♠❡ ❛rr✐✈és à ét✉❞✐❡r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s✳
◗✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s ♣❧✉s t❛r❞✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❡♥ ✷✵✵✹✱ ❈❤❡♥❛✉❞✱ ❉✉❝❧♦s✱
❋r❡✐t❛s ❡t ❑r❡❥cˇ✐rˇí❦ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞❛♥s ✉♥
t✉❜❡ ❝♦✉r❜é✳ ■❧s ❞é♠♦♥tr❡♥t ❞❛♥s ❬✶✺❪ ✉♥ rés✉❧t❛t ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✬❊①♥❡r
❡t Sˇ❡❜❛ ❞❛♥s ❬✷✺❪✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✛❛✐❜❧✐❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❬✶✺❪✱ ❧❛
s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❞✐sq✉❡ ❡t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♠♣♦sé❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ♥✉❧❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐✳
❙♦✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✶✺❪ ♣r♦✉✈❡♥t q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞✉
▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧
❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ ❝♦✉r❜és ✭❜❛♥❞❡s ❡t t✉❜❡s✮ ❛ été ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ❑r❡❥cˇ✐rˇí❦ ❡t ❉❡
❆❧❞❡❝❛♦ ❞❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ❬✸✼❪
❊♥ ✷✵✵✺✱ ❊①♥❡r ❡t ❑♦✈❛rˇí❦ s❡ s♦♥t ♣❡♥❝❤és s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥
❝♦♥st❛♥t❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ s❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ♠♦♥tr❡♥t
❞❛♥s ❬✷✸❪ q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❞é✲
❢♦r♠é ♣❛r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❡st
❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ✸✸
❞✐✛ér❡♥t❡ ❞✬✉♥ ❞✐sq✉❡✱ ❡st ✉♥ s♣❡❝tr❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt✱ ✐❧s ét✉❞✐❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♣r♦✈♦q✉❛♥t ✉♥ r❛❧❡♥t✐ss❡✲
♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡
t♦rs✐♦♥ ❡st s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ θ˙ := β−ε(s)✱ ♦ù β > 0 ❡t ε ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡
à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✳ ■❧s ❛✈❛♥❝❡♥t q✉✬ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡
à ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ♥♦♥ ✈✐❞❡ s♦✉s ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳
❉❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♥♥é❡✱ ❊❦❤♦❧♠✱ ❑♦✈❛rˇí❦ ❡t ❑r❡❥cˇ✐rˇí❦ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ❞✬ét✉❞✐❡r
❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t t♦rs❛❞é
❞♦♥t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡st ♥♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✳ ■❧s ❞é♠♦♥tr❡♥t
q✉✬✉♥❡ t♦rs✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ s❛ ❞ér✐✈é❡ θ˙ ❡st ❝♦♥t✐♥✉❡✱ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❡t ❞❡
❞ér✐✈é❡ s❡❝♦♥❞❡ θ¨ ❜♦r♥é❡ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞②
✭✼✳✶✶✮✳ ❈❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s♦♥t ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✼✳✾✮✳ ❊♥
ré❛❧✐té✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ét❛❜❧✐ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❞❛♥s ❬✷✹❪✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❡t ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❧♦❝❛❧❡ ✔ ✭✶✺✳✸✮ ❛❧♦rs
q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡st ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✭✼✳✶✶✮✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡r♠❡t ❛✉① ❛✉t❡✉rs
❞❡ ❬✷✹❪ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞é✜♥✐
❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t t♦rs❛❞é ❡st ✈✐❞❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧s ♠♦♥tr❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡
♠ê♠❡ ❛rt✐❝❧❡✱ q✉❡ ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ét✉❞✐é ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é ♣❛r
✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ♣❛r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❛❞♠❡t ✉♥ s♣❡❝tr❡
❞✐s❝r❡t ✈✐❞❡ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ s♦✐t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s
❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡s é♥♦♥❝és ❞❡s ❚❤é♦rè♠❡s ✶ ❡t ✷ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✹❪✳
❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❡♥ ✷✵✵✾✱ ❇r✐❡t✱ ❑♦✈❛rˇí❦✱ ❘❛✐❦♦✈ ❡t ❙♦❝❝♦rs✐
♦♥t é❧❛❜♦ré ✉♥❡ ét✉❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ✉♥
t✉❜❡ t♦rs❛❞é ♣❛r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♠❛✐s ♣❡rt✉r❜é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦r✲
♥é❡✳ ▲♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs s❡ s♦♥t ❝♦♥❝❡♥trés s✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ❧✐és q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❛✉✲❞❡ss♦✉s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥✲
t✐❡❧✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ θ˙ ❡st ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❧❡♥t❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡
❉✐r✐❝❤❧❡t ❛❞♠❡t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞✬ét❛ts ❧✐és ❛✉✲❞❡ss♦✉s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡
❡ss❡♥t✐❡❧✳
✸✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♥♥é❡ ✱ ❑r❡❥cˇ✐rˇí❦ ❛ ré❞✐❣é ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧
❡✛❡❝t✉❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡t ❧❛ t♦rs✐♦♥
s✉r ✉♥ t✉❜❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞r♦✐t✳ ■❧ ♠❡t ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧✬❡✛❡t ❛ttr❛❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r✲
❜✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡✛❡t ré♣✉❧s✐❢ ❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✳ ▲✬❛✉t❡✉r✱
❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✸✺❪✱ ét❛❜❧✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞② ✼✳✶✶ ♣♦✉r
❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ t✉❜❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t t♦r✲
s❛❞é ♦✉ t♦rs❛❞é ❡t ❝♦✉r❜é s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❛❞♠❡t ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ✈✐❞❡ s♦✉s
❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ κ ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✼✮✳
❯♥ ❛✉tr❡ ❛rt✐❝❧❡✱ ❬✶✻❪✱ tr❛✐t❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ r❛❧❡♥t✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✳
❊①♥❡r ❡t ❇❛rs❡❣❤②❛♥ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ✐♥❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs
❞❡ ❬✶✻❪ ♦♥t ét❛❜❧✐ ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ▲✐❡❜✲❚❤✐rr✐♥❣ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts
s♣❡❝tr❛✉① ❡t ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠✐s ❧✬❛❝❝❡♥t s✉r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❧✐és ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♥❝r❡ts✳
❯♥ ❛✉tr❡ ✈♦❧❡t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ été ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬✶✵❪ ♦ù ❧❡s ❛✉t❡✉rs✱ ❇r✐❡t✱
❑♦✈❛rˇí❦ ❡t ❘❛✐❦♦✈ ♦♥t ❛❜♦r❞é ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ rés♦♥❛♥❝❡✳
■❧s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✐♥s✐
q✉❡ s❛ ❞ér✐✈é❡ s♦♥t ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t r❛♣✐❞❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ s♣❡❝tr❡
❝♦♥t✐♥✉❡ s✐♥❣✉❧✐❡r ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡st ✈✐❞❡✳
❊♥ 2014 ❑r❡❥cˇ✐rˇí❦ s✬❡st ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞✬ét✉❞✐❡r ▲❡ ▲❛♣❧❛✲
❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é ♣❛r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ❞✐✈❡r❣❡♥t❡✳ ▲❡
rés✉❧t❛t ✐♥❤❛❜✐t✉❡❧ ❛ été ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✸✻❪✳ P♦✉r ❞❡s t✉❜❡s t♦rs❛❞és ❞♦♥t ❧❛
s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ω ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ω ⊂ {(t2, t3) ∈ R2, t2 > 0} ✱ ✐❧ ❡st ❞é♠♦♥tré
q✉❡ s✐ θ ∈ L∞loc(R) ❡t lim|s|→+∞ θ˙(s) = +∞ ❛❧♦rs σ(−∆
D
Ωθ
) = σd(−∆DΩθ)✳ ❈❡ t②♣❡
❞❡ t✉❜❡ ❡st ❛♣♣❡❧é t✉❜❡ q✉❛s✐✲❜♦r♥é✳
❙✉✐t❡ à ❝❡ r❛♣♣❡❧ s✉r ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
à ♣rés❡♥t é♥♦♥❝❡r q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts r❡❧❛t✐❢s à ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❜♦r❞s ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ▲❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥✳
❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ✸✺
✹✳✷ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ♠✐①t❡s
▲✬ét✉❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ♠✐①t❡s ✭❞❡
❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✮ ✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤❡r❝❤❡✉rs✳ ❆✉
❞é♣❛rt✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❉✐ttr✐❝❤ ❡t ❑rˇízˇ ♦♥t ét✉❞✐é ❝❡ t②♣❡ ❞❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❛♥s ❬✷✷❪✳ ■❧s ♦♥t ét✉❞✐é ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞é✜♥✐
❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ s♦✉s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡s ❡♥ ❛❧t❡r♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❜♦r❞s✳
❊①♥❡r ❡t ❛❧✱ ❞❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ❬✷✼❪✱ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡
❝♦✉r❜é ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐✲
r✐❝❤❧❡t s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ❧❡s ❞❡✉①
✜♥s ❞✉ t✉❜❡✳ ■❧s ♦♥t ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ s❡✉✐❧ s♣❡❝tr❛❧ ❞✬✉♥ t❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❡s✲
t✐♠é ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t
❞é✜♥✐ ❞❛♥s ✉♥ t♦r❡ ✭❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ t✉❜❡✮✳
❊♥ ✷✵✵✻✱ ❑♦✈❛rˇí❦ ❡t ❑r❡❥cˇ✐rˇí❦ s❡ s♦♥t ♣❡♥❝❤és s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥
❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞✬✉♥ ❝♦té ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t
❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté✳ ■❧s ♦♥t ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✸✸❪ q✉❡ ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥
❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ré❛❧✐sé❡ s✉r ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞②
✭✼✳✶✶✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♥♦✉s r❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❡✛❡t ré♣✉❧s✐❢ ❞✬✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡
tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝❡tt❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛r❞❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳
❊♥ ✷✵✵✾✱ ❇❡♥ ❍❛r✐③✱ ❇❡♥ ❙❛❧❡❤ ❡t ◆❛❥❛r ♦♥t ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬✹❪ ❧✬❡✛❡t ❞✬✐♠✲
♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
❞✐sq✉❡ s✉r ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (0, d) × R2✱ d > 0✳
❉❡✉① ❛♥s ♣❧✉s t❛r❞✱ ◆❛❥❛r ❡t ❖❧❡♥❞s❦✐ ❞❛♥s ❧❡✉r ❛rt✐❝❧❡ ❬✹✾❪ s❡ s♦♥t ✐♥té✲
r❡ssés à ❧✬ét✉❞❡ ❧❡s ét❛ts ❧✐és ❝ré❡s ♣❛r ❞❡✉① ❢❡♥êtr❡s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡♥ ❢♦r♠❡
❞❡ ❞✐sq✉❡s ❝♦♥❝❡♥tr✐q✉❡s ❡t ❞❡ r❛②♦♥s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❧❛❝és ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞✉
❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ (0, d) × R2✱ d > 0✳ ■❧s ❛rr✐✈❡♥t à ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ét❛ts
✸✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❧✐és ❛✉✲❞❡ss♦✉s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ❞❡✉①
❞✐sq✉❡s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❑r❡❥cˇ✐rˇí❦ ❞❛♥s s♦♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✸✽❪ ét✉❞✐❛✐t ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❛♥s ✉♥❡
❝♦✉❝❤❡ ♦ù ✐❧ ✐♠♣♦s❛✐t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r ✉♥❡ ❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡
❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ❧✬❛✉tr❡ ❢❛❝❡✳ ■❧ ét✉❞✐❛✐t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t
❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡✳
❉❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ♠✐①t❡s ét❛✐❡♥t ❛❞❛♣tés
❞❛♥s ❬✹✼❪ ❡t ❬✺✶❪✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❬✹✼❪✱ ◆❛❥❛r ❡t ❘❛✐ss✐ ♦♥t ét✉❞✐é ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ r❡❧❛t✐❢ à ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❝❤❛r❣é❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞r♦✐t❡ ❡♥ ♣ré✲
s❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣s ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞❡ ❆❤❛r♦♥♦✈✲❇♦❤♠✳ ▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❜♦r❞s
❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣❛rt♦✉t s❛✉❢ s✉r ✉♥ ❞✐sq✉❡ s✉r ✉♥ ❝♦té ❞❡
❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♦ù ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳
■❧ ❡st ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❡st ✈✐❞❡ ♣♦✉r ❞❡s ❞✐sq✉❡s ❞❡ r❛②♦♥ ✐♥✲
❢ér✐❡✉r à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❬✺✶❪✱ ❘❛✐ss✐ ❛ ét✉❞✐é ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥
r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣s ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣❛r ✉♥ ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦✐s✱ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ✭♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐sq✉❡✮ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ à ❞❡s ét❛ts ❧✐és ❛✉ ❞❡ss♦✉s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧❧❡ ✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr✐q✉❡✳
❚♦✉t❡s ❝❡s ét✉❞❡s ♠♦t✐✈❡♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r
❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ ❞✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ t✉❜✉❧❛✐r❡ ❞é❢♦r♠é❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
❆♣rès ❝❡ rés✉♠é ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ré❛❧✐sés ❧♦rs ❞❡s ét✉❞❡s ❝♦♥s❛❝ré❡s
❛✉① ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ ♣❡rt✉r❜és✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥✲
tér❡ss❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
▲❡ ♣rés❡♥t ♠♦❞è❧❡
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ s✉r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s q✉✬♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❡♥ ♣ré❝✐s❛♥t ❧❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ q✉✐
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❞♦♣t❡r✳
◆♦✉s ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞♦♥♥❡r ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❧❡ ❧♦♥❣
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
❙♦✐t ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ré❣✉❧✐èr❡ ✭◆♦✉s ♣ré❝✐s❡r♦♥s
✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❧❡ s❡♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡♠❛♥❞é✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡st ♥♦♥ ✐♥✲
✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ r❡♣èr❡ O ✭✐✳❡✳ ω ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✺✮✮✳
Ω0 := ω × R r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t✉❜❡ ❞r♦✐t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡✳
▲❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t ❧❡s t✉❜❡s
♣❡rt✉r❜és ✐✳❡✳ ❧❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❞❡ ❢♦r♠❡ t✉❜✉❧❛✐r❡ q✉✐ ♦♥t
s✉❜✐ ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s t✉❜❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
Ω := L(Ω0)
✱ ♦ù L ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✷✳✶✺✮✳
✸✼
✸✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r N ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ Ω0 q✉✬♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r ∂Ω0
❡t s♦✐t D := ∂Ω0 \N ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ N ❞❛♥s ∂Ω0✳
❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r −∆NΩ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r L(D) ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r L(N)✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t✱ ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s
✭❝❢✳ ❬✺✷❪✮ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❢❡r♠é❡ qN ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
qN(ψ) :=
∫
Ω
| ∇ψ(x) |2 dx, ∀ψ ∈ D(qN),
D(qN) := {ψ ∈ H1(Ω), | ψ = 0 sur L(D)}. ✭✺✳✶✮
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ −∆NΩ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
D(−∆NΩ) := {ψ ∈ H1(Ω) | ∆ψ ∈ L2(Ω),
∂ψ
∂n
⌈L(N)= 0 ψ⌈L(D)= 0}.
✭✺✳✷✮
▲❡ ❜✉t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ét✉❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡
❞✬♦♣ér❛t❡✉r✳
❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é Ω✱ ✐❧ ♥✬❡st
♣❛s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♠❡♥❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ✭✺✳✷✮✳
❖♥ s✬♦r✐❡♥t❡ ❛❧♦rs ✈❡rs ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à −∆NΩ
❛②❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♣❡❝tr❛❧❡s✳ ◆♦tr❡ ❞é♠❛r❝❤❡ s❡r❛ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r
L2(Ω) à ✉♥ ❛✉tr❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❝♦♥str✉✐t s✉r Ω0✳ ❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t ❡♥ ré❛❧✐té✱
à ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ♣❛ss❡r ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s
❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s q✉✐ s♦♥t ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s t✉❜❡s
❞é❢♦r♠és✳
❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞✬ét✉❞❡ ét❛✐t ❛❞❛♣té❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✲
✈❛✉① ✭❝❢✳ ❬✷✹❪✱ ❬✸✺❪✮✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡ ❝❤❛♥❣❡✲
♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉t✐❧✐sé ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐
❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❞r♦✐t✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡✲
♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à −∆NΩ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s Ω0✳
▲❡ ♣rés❡♥t ♠♦❞è❧❡ ✸✾
✺✳✶ ❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é à ✉♥ t✉❜❡ ❞r♦✐t s❡ ré❛❧✐s❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥
❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t✱
❞é✜♥✐✱ ❧❡ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é à ♣❛rt✐r ❞✉ t✉❜❡ ❞r♦✐t Ω0✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ Ω ♥✬❡st ❞✬❛✉tr❡
q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ t✉❜❡ ❞r♦✐t ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ L ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮✳ ❙✐ L ré❛❧✐s❡
✉♥ C1−❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ Ω0 ❡t Ω✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞✉ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é
❛✉ t✉❜❡ ❞r♦✐t ❡st✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦ss✐❜❧❡✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s s✉r L ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t
✉♥ C1−❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡
▲❡♠♠❡ ✺✳✶✳✶✳ ❙✐ L ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ❡t d ‖ κ ‖∞< 1✱ ∀κ ∈ L∞(R) ❛❧♦rs L
ré❛❧✐s❡ ✉♥ C1−❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ Ω0 ❡t Ω✳
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡✳✺✳✶✳✶
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧❡ ❏❛❝♦❜✐❡♥ ❞❡
L s♦✐t ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❖♥ ♥♦t❡ JL ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞❡ L ❡t M := (Mi,j)1≤i,j≤3
❧❡ t❡♥s❡✉r ♠étr✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t ♣❛r L ❡t ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
M := tJL · JL; ✭✺✳✸✮
♦ù ❧❡ ′.′ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✉ r❡♣èr❡ ♠♦❜✐❧❡ ✭✷✳✶✸✮✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ❛❜♦✉t✐t à ✿
∂sL = hT + h2N
θ + h3B
θ, ∂t2L = N
θ, ∂t3L = B
θ; ✭✺✳✹✮
h✱ h2 ❡t h3 ét❛♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿
h(s, t) := 1− (t2 cos θ(s) + t3 sin θ(s))κ(s),
h2(s, t) := −t3(τ(s)− θ˙(s)), ✭✺✳✺✮
h3(s, t) := t2(τ(s)− θ˙(s)).
✹✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❡ t❡♥s❡✉r ♠étr✐q✉❡M s✬❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿
M =

h2 + h22 + h
2
3 h2 h3
h2 1 0
h3 0 1
 . ✭✺✳✻✮
▲❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ M ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
|M | = det(M) = det(JL)2 = h2. ✭✺✳✼✮
■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ q✉❡ det(JL) =| h | . ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✐♠♣❧❡s s✉r
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ det(JL)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
1− d ‖ κ ‖∞≤ det(JL) = h(s, t) ≤ 1 + d ‖ κ ‖∞ . ✭✺✳✽✮
P♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té str✐❝t❡ ❞❡ det(JL)✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❡st
❞✬❛✈♦✐r
d ‖ κ ‖∞< 1, κ ∈ L∞(R). ✭✺✳✾✮
❙♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✾✮✱ L ❡st ✉♥ C1−❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❧♦❝❛❧✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s L ❡st
✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥ C1− ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❣❧♦❜❛❧✳ 
▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r L ♣♦✉r êtr❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡ s♦♥t ❜✐❡♥ ❞ét❛✐❧❧é❡s
❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✹❪✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ L ❡st ✉♥ C1−❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♠♣❧✐q✉❡
q✉❡ ❧❡ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é Ω ♥❡ s❡ ❝♦✉♣❡ ♣❛s✳
❙♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ▲❡♠♠❡✳✺✳✶✳✶✱ L ré❛❧✐s❡ ✉♥ C1− ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡
❡♥tr❡ Ω0 ❡t Ω✳ ❆✐♥s✐ ♣❡✉t✲♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt L2(Ω) à ❧✬❡s♣❛❝❡
H := L2(Ω0, h(s, t)dsdt)✱ ♦ù H ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ❤❛❜✐t✉❡❧ L2(Ω0)✱
❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
(ψ, ϕ)H :=
∫
Ω0
ψ(s, t)ϕ(s, t)h(s, t)dsdt ✭✺✳✶✵✮
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
∀ψ ∈ L2(Ω, dx), ∃ ! ϕ ∈ H | ϕ := ψ ◦ L. ✭✺✳✶✶✮
▲❡ ♣rés❡♥t ♠♦❞è❧❡ ✹✶
❡t ✈ér✐✜❡ ∫
Ω
| ψ(x) |2 dx =
∫
Ω0
| ϕ(s, t) |2 h(s, t)dsdt ✭✺✳✶✷✮
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✶✳✶✳ ❙✐ ❧❡ t✉❜❡ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t t♦rs❛❞é✱ ✐✳❡✳ κ ≡ τ ≡ 0 ❡t
θ˙ 6= 0 ✭❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ Ω = Ωθ✮✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡
det(JLθ) = h(s, t) = 1.
❆❧♦rs✱ s♦✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt L2(Ω) ❡st ✐❞❡♥t✐✜é à ❧✬❡s✲
♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt L2(Ω0) ♣❛r ❧❡ C
1−❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ Lθ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✷✳✶✼✮✳
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r
❞é❞✉✐r❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à −∆NΩ✳
✺✳✷ ▲❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥
◆♦t♦♥s ♣❛r U ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ♣❛r
U : L2(Ω) −→ H = L2(Ω0, h(s, t)dsdt)
ψ 7−→ ψ ◦ L ✭✺✳✶✸✮
ét❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ U ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r H := U(−∆NΩ)U−1
❞é✜♥✐ ❞❛♥s H✱ ❡st ✉♥✐t❛✐r❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à −∆aΩ✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
❛ss♦❝✐é❡ à H q✉✬♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r q ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
q(ϕ) := qN(U−1ϕ) ∀ϕ ∈ D(q), ✭✺✳✶✹✮
❛✈❡❝ D(q) := {ϕ ∈ H1(Ω0, h(s, t)dsdt) | ϕ = 0 sur D}✳ P❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧
❞✐r❡❝t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ψ ❞❛♥s D(qN) ✿
∇(Uψ) = ∇(ψ ◦ L) = tJL∇ψ ◦ L = tJLU(∇ψ). ✭✺✳✶✺✮
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✺✳✶✺✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛
❙❡❝t✐♦♥✳✺✳✶ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ψ ❞❛♥s D(qN)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
✹✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ϕ ❞❛♥s Dom(q) ✈ér✐✜❛♥t ϕ := ψ ◦ L t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
U(∇ψ) = t(J−1
L
)∇(Uψ) = t(J−1
L
)∇(ϕ). ✭✺✳✶✻✮
■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡−❇❡❧tr❛♠✐ ✿
H = −
3∑
i,j=1
h−1∂tih(
tJLJL)
−1
ij ∂tj = −
3∑
i,j=1
h−1∂tihM
−1
ij ∂tj ✭✺✳✶✼✮
D(H) = {ϕ ∈ H1(Ω0, h(s, t)dsdt), ϕ⌈D = 0 et ∂ϕ
∂n ⌈N
= 0}.
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ q ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
q(ϕ) =
3∑
i,j=1
∫
Ω0
∂tiϕ(s, t)M
−1
ij ∂tjϕ(s, t)h(s, t)dsdt ∀ϕ ∈ D(q) ✭✺✳✶✽✮
♦ù M−1 ❞és✐❣♥❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M ❡t ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
M−1 =
1
h2

1 −h2 −h3
−h2 h2 + h22 h2h3
−h3 h2h3 h2 + h23
 . ✭✺✳✶✾✮
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✺✳✶✼✮ ❡t ✭✺✳✶✽✮ ♥♦t♦♥s q✉❡ dt1 = ds✳
▲❡ ♣rés❡♥t ♠♦❞è❧❡ ✹✸
❘❡♠❛rq✉❡ ✺✳✷✳✶✳ ✿
❙✐ Ω = Ωθ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ U s❡r❛ ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
U : L2(Ωθ) −→ L2(Ω0)
ψ 7−→ ψ ◦ Lθ. ✭✺✳✷✵✮
▲✬♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à −∆NΩθ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡
❝❛s✱ HNθ ❛❞♠❡t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
HNθ := U(−∆Ωθ)U−1 = −∆ω − (θ˙(s)∂τ + ∂s)2, ✭✺✳✷✶✮
HNθ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♥♦té❡ q
N
θ ❡t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
qNθ (ψ) :=
∫
Ω0
| ∇′ψ(s, t) |2 + | θ˙(s)∂τψ(s, t) + ∂sψ(s, t) |2 dsdt, ✭✺✳✷✷✮
❛✈❡❝
∇′ := t (∂t2 , ∂t3) , ∆ω := ∂2t2 + ∂2t3 , ∂τ := t2∂t3 − t3∂t2 . ✭✺✳✷✸✮
θ˙ ét❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ θ✳
◆♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ❣r❛♥❞s ♠♦❞è❧❡s à ❡①❛♠✐♥❡r q✉✐
s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❛♥s
❧❡ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é Ω✳ ▲❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ♣♦✉rt❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s q✉❡ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ t♦r✲
s❛❞é✳ ❖♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é❢♦r♠❡r ❧❡ t✉❜❡ ❞r♦✐t✳ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥
❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t✉❜❡✳ ❖♥ ✈❛ ❝♦♥s❛❝r❡r ❧❛
❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ s✬✐♥s❝r✐t s♦✉s ✉♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s q✉✬♦♥
♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r s✉r ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ét✉❞✐❡r ❧✬❡❢✲
✹✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r
❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡
❞✉ t✉❜❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s q✉✬♦♥ ❡♥t❛♠❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♠✐①t❡s ♣❛r❡✐❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s t✉❜❡s✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡r❛ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝❛s ❞✉ t✉❜❡
❞r♦✐t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ t✉❜❡ t♦rs❛❞é✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ❞❡
✜❣✉r❡s ✈♦♥t êtr❡ ❡①❛♠✐♥és ❡t q✉✐ ❞✐✛èr❡♥t ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ✉t✐❧✐✲
sé❡ ♣♦✉r t♦rs❛❞❡r ♥♦tr❡ t✉❜❡✳ ❚♦✉t❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡r❛
❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ t♦✉s ❝❡s ❝❛s ❡♥ ❞ét❛✐❧✳
❆✈❛♥t ❞✬❡♥t❛♠❡r ❧✬ét✉❞❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t
❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ rés✉♠é s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts q✉✬♦♥ ❛ ♣✉ ét❛❜❧✐r✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❘és✉♠é ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t ♥♦✉✈❡❛✉①
rés✉❧t❛ts
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬é♥♦♥❝❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts q✉✐ ❝♦♥str✉✐s❡♥t
❧❡ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡♣♦s❡ ❡♥ ré❛❧✐té✱ s✉r ❞❡✉① ❣r❛♥❞s
♠♦❞è❧❡s q✉✐ ❞✐✛èr❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ✐♠♣♦sé❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡
s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ❝♦♥s✐❞éré✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡✳
✻✳✶ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡
❉❛♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❡st ✉♥ t✉❜❡ Ωθ✱
♦ù θ˙ ❡st ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ β ♣❡rt✉r❜é❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
ε ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡ q✉❡ β✳
❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ s✬ét✉❞✐❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞é✜♥✐ s✉r ❝❡ t✉❜❡ t♦rs❛❞é
❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣❛rt♦✉t s✉r ∂Ωθ✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡s
✹✺
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ét❛ts ❧✐és ❛✉✲❞❡ss♦✉s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❡t ❤②♣♦t❤ès❡s ✐♠♣♦sé❡s s✉r ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ε ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
t♦rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ β q✉✐ ❛ s✉❜✐ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳
❈❡❝✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ✐♥t✐t✉❧é ✓ ❍❛r❞② ■♥❡q✉❛✲
❧✐t✐❡s ■♥ ●❧♦❜❛❧❧② ❚✇✐st❡❞ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡s ✔ ❬✾❪✱ ré❛❧✐sé ♣❛r P✳ ❇r✐❡t✱ ❉✳ ❑r❡❥cˇ✐rˇì❦
❡t ❍✳ ❍❛♠♠❡❞✐✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐ ❧✬❛s♣❡❝t ré♣✉❧s✐❢ ❞❡ ❧❛
t♦rs✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦✉t✐❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞② q✉✐ r❡♥❢♦r❝❡♥t ❧✬❡✛❡t ré♣✉❧s✐❢
❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ♣❡rt✉r❜é❡ ♣♦✉r ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❧❡ ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❡st rés✉♠é ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✶✳✶✳ ❙♦✐t ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❝♦♥♥❡①❡ ♥♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r
r♦t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C4✳ ❙♦✐t θ˙ = β+ε✱ ♦ù ε ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❜♦r♥é❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ βε > 0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ε ❡t β ✈ér✐✜❡♥t ✿
4 ‖ ε ‖∞<| β |< 2
d
√
23
. ✭✻✳✶✮
❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ C q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ β✱ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡
ω ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ε t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
∀ψ ∈ H10(Ωθ) ,
∫
Ωθ
|∇ψ(x)|2 dx−λ1
∫
Ωθ
|ψ(x)|2 dx ≥ C
∫
Ωθ
|ψ(x)|2
1 + |x|2 dx .
✭✻✳✷✮
♦ù λ1 ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆ω − β2∂2τ ❞é✜♥✐
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ω ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✳ ▲❛
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s❡r❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t
♥♦✉s ♣r❡♥❞r♦♥s ❧❡ s♦✐♥s ❞❡ ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r
❧❛ ré❛❧✐s❡r✳
❘és✉♠é ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t ♥♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts ✹✼
✻✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡
▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❤❛♥✲
❣❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥
s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ✭✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✮ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ t✉❜❡ ❞é✲
❢♦r♠é✳ ▲❡ ❜✉t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s♦✉s q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❧✬❡✛❡t ❛ttr❛❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣♦✉rr❛ ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❡t s✐ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r
❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛✉r❛ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧❡ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t à ❡①❛♠✐♥❡r ❡st ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ♦♣ér❛t❡✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳
✻✳✷✳✶ ❙t❛❜✐❧✐té ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧
▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t à ✐♥❞✐q✉❡r ❡st q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥✱
❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣❛rt♦✉t s❛✉❢ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é
❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ t✉❜❡ t♦rs❛❞é ✭♦✉ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞r♦✐t✮ ♦ù ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ❡st é❣❛❧ ❛✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥
❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞é✜♥✐ s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é ✭♦✉ ❞r♦✐t✮✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s❡ rés✉♠❡
♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✶✳ ❙♦✐t ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❛ss❡③
ré❣✉❧✐èr❡✳ ❙✐ N 6= ∅ ❡t ❜♦r♥é❡ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿
σess(−∆NΩθ) = σess(−∆NΩ0) = σess(−∆DΩ0). ✭✻✳✸✮
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ st❛❜✐❧✐té ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❡♥ ❞é♣✐t ❞❡ ❧❛ ♣ré✲
s❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s✳ ❈❡tt❡
st❛❜✐❧✐té ❡st ❞é♠♦♥tré ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ t✉❜❡ ❞r♦✐t ✭❙❡❝t✐♦♥✳✶✷✳✶✮ ❡t ♣♦✉r ✉♥
t✉❜❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t t♦rs❛❞é ❙❡❝t✐♦♥✳✶✸✳✶✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❞❡s ♦✉t✐❧s s♣❡❝tr❛✉①✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t
✹✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❲❡②❧ ✭❙❡❝t✐♦♥✳✼✳✹✮ ❡t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼✐♥✲♠❛① ✭❙❡❝t✐♦♥✳✼✳✸✮✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡♠♣❧♦②é❡s ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r
❝❡ rés✉❧t❛t ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❡st
❝♦♥st❛♥t❡ ✭❙❡❝t✐♦♥✳✶✹✳✶✮✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t à ❡①❛♠✐♥❡r ❡st s✐ ❝❡tt❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ♣♦✉rr❛ ❝ré❡r ❞❡s ét❛ts ❧✐és s♦✉s ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡s✲
s❡♥t✐❡❧✳
✻✳✷✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❧✐és
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s
tr♦✉✈❡r ❞❡s ét❛ts ❧✐és ❛✉✲❞❡ss♦✉s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳
◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧✐q✉é✳ ❈✬❡st ❧❡
❝❛s ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞é✜♥✐ s✉r ❧❡ t✉❜❡ ❞r♦✐t Ω0 ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡
❉✐r✐❝❤❧❡t ♣❛rt♦✉t✱ s❛✉❢ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ Ω0 ♦ù ♥♦✉s
✐♠♣♦s♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✉♥ t❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r ❛❞♠❡t t♦✉❥♦✉rs ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ♥♦♥
✈✐❞❡ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❧❛r❣❡✉r ❝♦♥s✐❞éré❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥
✐♠♣♦sé❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s❡ rés✉♠❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✷✳ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉
N = (a, a+ l)× ∂ω✱ a ∈ R✱ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r l > 0 ♦♥ ❛ ✿
σd(−∆NΩ0) 6= ∅. ✭✻✳✹✮
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t s❡r❛ ❞ét❛✐❧❧é❡ ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ✭❙❡❝t✐♦♥✳✶✷✳✷✮✳
P❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ♠♦♥tr❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❛r❡✐❧ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s
❞✉ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é Ωθ✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥✳✶✸✳✷ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡
◆❡✉♠❛♥♥ ❛ss❡③ ❧❛r❣❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❜♦r❞s ♠✐①t❡s ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❙♦✉s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❛r❡✐❧❧❡ ✐♠♣♦sé❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡
❘és✉♠é ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡t ♥♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts ✹✾
❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ✉♥ rés✉❧t❛t ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❡st ét❛❜❧✐ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡
t♦rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭❙❡❝t✐♦♥✳✶✹✳✷✮✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡ t❡r♠❡s✱ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❝r✐t✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s
ét❛ts ❧✐és ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t s♦✉s ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t
rés✉♠❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✸✳ ■❧ ❡①✐st❡ lmin > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉✲
♠❛♥♥ N ⊃ (a, a+ l)× ∂ω✱ a ∈ R✱ l > lmin ♦♥ ❛
σd(−∆NΩθ) 6= ∅. ✭✻✳✺✮
❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡st ✿ ◗✉❡ s❡ ♣❛ss❡✲t✲✐❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❝♦♥tr❛✐r❡ ♦ù ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡st ♣❡t✐t❡ ❄
✻✳✷✳✸ ❆❜s❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❧✐és
◆♦✉s s♦♠♠❡s t♦✉❥♦✉rs ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣❛rt♦✉t s❛✉❢ s✉r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ Ω✱ ♦ù ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳ ▲✬✐♠♣♦r✲
t❛♥❝❡ ❞✉ rô❧❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts
❧✐és ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝✲
t✐♦♥✳✶✸✳✸✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦r♥é❡
s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞② ❞❡
t②♣❡ ✭✼✳✶✶✮✳ ❈❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❍❛r❞② ét❛❜❧✐❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡
❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ét✉❞✐é ❡st ✈✐❞❡✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❝❡ rés✉❧t❛t
❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✺✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✹✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ dmax > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t t✉❜❡ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r d < dmax ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ lmax > 0
t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ N ⊂ (a, a + l) × ∂ω✱ a ∈ R✱
l > lmin ♦♥ ❛ ✿
σd(−∆NΩθ) = ∅. ✭✻✳✻✮
❈❡ rés✉❧t❛t ❛ été ❞é♠♦♥tré s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s s✉r ❧❛ t♦r✲
s✐♦♥ θ ❡t ♣♦✉r ❞❡s t✉❜❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r ❝r✐✲
t✐q✉❡✳
P❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡s ✈♦♥t êtr❡ tr❛✐tés ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s
✈♦♥t êtr❡ ♠❡♥é❡s✳ ❚♦✉s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❡t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ré❛❧✐sés s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛
❙❡❝t✐♦♥✳✶✸✳✸ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✼
❆♣♣❡♥❞✐❝❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❞❡s t❤é♦rè♠❡s q✉✐ s♦♥t
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♥♦s ♠♦❞è❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♠❛✐s
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ré❛❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡
♥♦tr❡ t❤ès❡✳
✼✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ s♣❡❝tr❛❧❡
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♦♣é✲
r❛t❡✉rs ❧✐♥é❛✐r❡s✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✳ ❙♦✐❡♥t H1 ❡t H2 ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r
H : D(H) ⊂ H1 → H2 ❡st ❞✐t ❢❡r♠é s✐ s♦♥ ❣r❛♣❤❡ G(H1) = {(u,Hu), u ∈
D(H)} ❡st ✉♥ ❢❡r♠é ❞❛♥s H1 ×H2
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✷✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ H ❡st ❞✐t s②♠étr✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐
∀ϕ, ψ ∈ D(H), (ϕ,Hψ) = (Hϕ,ψ), ✭✼✳✶✮
✺✶
✺✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✸✳ ✭❝❢✳ ❬✸✶❪ ♣❛❣❡ ✺✵✮
❙♦✐t H ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ H : D(H) ⊂ H → H
❡st ❞✐t ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t s✐ ♦♥ ❛ H = H∗✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ✿
✭✶✮ H ❡st s②♠étr✐q✉❡
✭✷✮ D(H) = D(H∗)✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✹✳ ❙♦✐❡♥t H1 ❡t H2 ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r U
❡st ❞✐t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ H1 ❞❛♥s H2 s✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❞❡✉① é❣❛❧✐tés ✿
U∗U = IdH1 ,
UU∗ = IdH2 .
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✺✳ ❙♦✐❡♥t H1, H2 ❞❡✉① ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ♦♣é✲
r❛t❡✉rs H1 : H1 → H2 ❡t H2 : H2 → H1✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ H1 ❡t H2 s♦♥t ✉♥✐✲
t❛✐r❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡ U : H1 → H2 t❡❧ q✉❡
U(D(H1)) = D(H2) ❡t H2 = UH1U
∗✳
❉❛♥s ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts
✐ss✉s ❞❡ ❬✺✷❪✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✉
s♣❡❝tr❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t q✉❛♥❞
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ −∆DΩ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ✭❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s✮ ❞é✜♥✐ s✉r L2(Ω) ❡t ❛ss♦❝✐é
à ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❢❡r♠é❡ qD ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
qD(ψ) =
∫
Ω
|∇ψ(x)|2dx, ∀ψ ∈ D(qD) = H10(Ω).
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r −∆NΩ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ✭❡①t❡♥s✐♦♥
❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s✮ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s L2(Ω) ❡t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❢❡r♠é❡ qN
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
qN(ψ) =
∫
Ω
|∇ψ(x)|2dx, ∀ψ ∈ D(qN) = H1(Ω).
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✶✳ ✿
❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✺✸
❙♦✐❡♥t Ω1 ❡t Ω2 ❞❡✉① ♦✉✈❡rts ❞✐s❥♦✐♥ts t❡❧s q✉❡ L
2(Ω) = L2(Ω1)⊕L2(Ω2)✳
❙♦✉s ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ❛
−∆DΩ1∪Ω2 = −∆DΩ1 ⊕−∆DΩ2 .
−∆NΩ1∪Ω2 = −∆NΩ1 ⊕−∆NΩ2 .
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❬✺✷❪✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✻✳ ❙♦✐❡♥t H1 ❡t H2 ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥ts ♥♦♥ ♥é✲
❣❛t✐❢s ❛ss♦❝✐és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s qH1 ❡t qH2✳ ❖♥ é❝r✐t
H1 ≤ H2 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
(i) D(qH2) ⊂ D(qH1).
(ii) ∀ψ ∈ D(qH2), 0 ≤ qH1(ψ) ≤ qH2(ψ).
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✷✳ ✿
❙♦✐❡♥t H1 ❡t H2 ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥ts ♥♦♥ ♥é❣❛t✐❢s ❞é✜♥✐s s✉r ✉♥
❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt H✳ ❖♥ ♥♦t❡ L ✉♥ s♦✉s ❡s♣❛❝❡ ❞❡ H ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✜♥✐❡ ✳
❖♥ ❞é✜♥✐t
λH1(L) := sup{〈H1f, f〉 | f ∈ L, ‖ f ‖= 1}.
λH2(L) := sup{〈H2f, f〉 | f ∈ L, ‖ f ‖= 1}.
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❞❡✉① s✉✐t❡s (λH1n )n∈N∗ ❡t (λ
H2
n )n∈N∗ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿
λH1n := inf{λH1(L) | L ⊆ D(H1), dim(L) = n}.
λH2n := inf{λH2(L) | L ⊆ D(H2), dim(L) = n}.
❙✐ 0 ≤ H1 ≤ H2 ❆❧♦rs ∀n, λH1n ≤ λH2n
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✸✳ ✿
❙✐ Ω ⊂ Ω′ ❛❧♦rs −∆DΩ′ ≤ −∆DΩ .
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♥♦t❡ Mint ❡t M ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❡t ❧✬❛❞❤ér❡♥❝❡ ❞❡ M r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t✳

❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✺✺
✭✷✮ ❉❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳✹ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡
❡t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❡ ❇r❛❝❦❡t✐♥❣ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳
✭✸✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❇r❛❝❦❡t✐♥❣ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t q✉❛♥❞ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ sé♣❛r❛♥t Ω1 ❡t Ω2✳
✼✳✷ ❙♣❡❝tr❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥ts
❈❡s r❡s✉❧t❛ts s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐❡♥t ❞❛♥s ❬✹✷❪✳
▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t H ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt H
❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
σ(H) := {λ ∈ R | (H − λ)−1 6∈ B(H)}. ✭✼✳✷✮
❖♥ ❛ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ s♣❡❝tr❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
σ(H) \ σess(H) = σd(H). ✭✼✳✸✮
σd(H) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ H✳ ■❧ ❡st ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
✐s♦❧é❡s ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❍ q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✜♥✐❡✳ ❖♥ ❛✱ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
σd(H) ⊂ σp(H)✳
σess(H) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ H✳ ■❧ ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡
σd(H) ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à é❝r✐r❡ ✿ σess(H) := σ(H)\σd(H)✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✐❧ s❡r❛ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ σ(H) ❡t ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✐s♦❧é❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ✐♥✜♥✐❡✳
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛✉t♦✲
❛❞❥♦✐♥t H ♠❛✐s q✉✐ ❡st ♠♦✐♥s ✉t✐❧✐sé❡ ✿
σ(H) = σp(H) ∪ σc(H), ✭✼✳✹✮
♦ù
σp(H) := {λ ∈ R | H − λ n ′est pas injectif} ✭✼✳✺✮
= {λ ∈ R | ∃ψ 6= 0, ψ ∈ D(H), Hψ = λψ} ✭✼✳✻✮
✺✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ s♣❡❝tr❡ ♣♦♥❝t✉❡❧ ❞❡ H ❡t
σc(H) := {λ ∈ R | H − λ est injectif mais Im(H − λ) 6= H} ✭✼✳✼✮
❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ H✳
❙✐ λ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ H ❛❧♦rs ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ H − λ
❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té ❞❡ λ✳
✼✳✸ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠✐♥✲♠❛①
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼✐♥✲▼❛① s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥ts ❜♦r♥és
✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✳ ■❧ ♣❡r♠❡t✱ ♣❛r ❞✐✈❡rs❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✐t❡ ❞❡ ✑▼✐♥✲▼❛①✑✱ ❞❡ ❝❛r❛❝✲
tér✐s❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s✐t✉é❡s ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡
❡ss❡♥t✐❡❧✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✳✸✳✶✳ ✭❝❢✳❬✺✻❪✮ ❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t H ♥♦♥ ❜♦r♥é ❡st s❡♠✐✲
❜♦r♥é ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ c t❡❧ q✉❡ ✿
∀ ψ ∈ D(H), (ψ,Hψ) ≥ c‖ψ‖2.
❆ ❞❡s ✜♥s ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ ♥♦t❡ H ≥ c✳
❖♥ ❞❡✜♥✐t ❧❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ s✉✐✈❛♥t
RH(ψ) :=
(Hψ,ψ)H
‖ ψ ‖2
H
, ∀ψ ∈ D(H).
❖♥ ♣♦s❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r m ≥ 1
µm(H) := inf
ϕm∈V⊥m(D(H))
(
sup
ψ∈V⊥m, ψ 6=0
RH(ψ)
)
♦ù Vm(V ) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉s✲❡s♣❛❝❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s ❞❡ V ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
m✳ ❖♥ ♣♦s❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r m > 1
µ˜m(H) := inf
ϕ(1),...,ϕ(m−1)∈H
(
sup
ψ∈[ϕ(1),...,ϕ(m−1)]⊥
D(H)
, ψ 6=0
RH(ψ)
)
❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✺✼
❛✈❡❝
[ϕ(1), ..., ϕ(m−1)]⊥D(H) := {ψ ∈ D(H) (ψ, ϕ(i))H = 0, i = 1, ..,m− 1}
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✸✳✶✳ ✭❝❢✳❬✸❪✮
(1) ▲✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿
µm(H) = µ˜m(H), pour tout m > 1.
(2) Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ▼✐♥✲▼❛①
❖♥ ♥♦t❡ λinf (H) = infσess(H)✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧
❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r H ✭❖♥ ♣♦s❡ λinf = +∞ s✐ σess(H) = ∅✮ ❡t N(H) ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡s ❞❡ H str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à λinf (H) ✭❝♦♠♣té❡s ❛✈❡❝ ❧❡✉r
♦r❞r❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝✐té✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿
• µm(H) < λinf (H) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ N(H) ≥ m✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s µ1(H)✱
µ2(H)✱✳✳✳✱µm(H) r❡♣rés❡♥t❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ ♣r❡♠✐èr❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r H
• µm(H) = λinf (H) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ N(H) < m✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ µn(H) =
λinf (H)✱ ♣♦✉✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n ≥ m
✼✳✹ ❈r✐tèr❡ ❞❡ ❲❡②❧
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✹✳✶✳ ✭❝❢✳ ❬✺✷✱ ✺✻❪✮
❙♦✐t H ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt H✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡
λ ∈ σ(H) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs (ψn)n∈N ⊂ D(H)
✈ér✐✜❛♥t ✿
✶✳ ∀n ∈ N, ‖ ψn ‖= 1✱
✷✳ Hψn − λψn −→
n→∞
0 dans H
❊♥ ♦✉tr❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ λ ∈ σess(H) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (ψn)n s❛t✐s❢❛✐t ❞❡ ♣❧✉s
ψn
w−−−→
n→∞
0 dans H ✭✼✳✽✮
✺✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✉❧té❡ ❞❛♥s ❬✺✻❪✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ ❞❡
✈❡❝t❡✉rs ✈ér✐✜❛♥t ✭✶✮✱ ✭✷✮ ❡t ✭✼✳✽✮ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❲❡②❧
✼✳✺ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s
❙♦✐t H ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r s②♠étr✐q✉❡ ❡t ❜♦r♥é ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛
❢♦r♠❡ s❡sq✉✐❧✐♥é❛✐r❡ q ♣❛r q(ϕ, ψ) := (ϕ,Hψ)✱ ♣♦✉r t♦✉t ϕ, ψ ❞❛♥s D(q) :=
D(H)✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ q✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ q ❡st ❛❧♦rs ❢❡r♠❛❜❧❡ ❀ s♦✐t q˜ s❛
❝❧ôt✉r❡✳ P❛r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r H˜ ❛ss♦❝✐é à
❧❛ ❢♦r♠❡ q˜ ❡st ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t✱ ❜♦r♥é ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❡t ♦♥ ❛ H˜ ⊃ H✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r
H˜ s❛t✐s❢❛✐t ✿
D(H˜) = {ψ ∈ D(q˜) | ∃η ∈ H, ∀ϕ ∈ D(q˜), q˜(ϕ, ψ) = (ϕ, η)},
H˜ψ = η.
❉❡ ♣❧✉s✱ D(q) = D(H) ❡st ✉♥ ❝♦r❡ ❞❡ q˜✳ ❯♥ t❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❛♣♣❡❧é ❧✬♦♣ér❛✲
t❡✉r ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s ✭❝❢✳❬✺✷❪✮✳
✼✳✻ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞②
▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛t❤é♠❛✲
t✐❝✐❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ●✳❍✳❍❛r❞② ❬✷✾❪ ❡st é♥♦♥❝é❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
∀ψ ∈ H10((0,+∞)),
∫ +∞
0
| ψ′(s) |2 ds ≥ 1
4
∫ +∞
0
| ψ(s) |2
s2
ds. ✭✼✳✾✮
✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬é❝r✐r❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿∫ s0
−∞
| ϕ(s) |2
(s− s0)2ds ≤ 4
∫ s0
−∞
| ϕ′(s) |2, pour tout ϕ ∈ H1(R) tel que ϕ(s0) = 0.
✭✼✳✶✵✮
❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✼✳✾✮
❡st ✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ✐♥é❣❛❧✐té ét❛❜❧✐❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✉♣ér✐❡✉r❡
❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✺✾
♦✉ é❣❛❧❡ à ✸ ✿
Soit d ≥ 3, ∀ψ ∈ H1(Rd),
∫
Rd
| ∇ψ(x) |2 dx ≥ (d− 2)
2
4
∫
Rd
| ψ(x) |2
| x |2 dx
✭✼✳✶✶✮
P❧✉s✐❡✉rs ❝❤❡r❝❤❡✉rs s❡ s♦♥t ✐♥s♣✐rés ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡
✭✼✳✾✮ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞✬❛✉tr❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s✐♠✐❧❛✐r❡s à ✭✼✳✶✶✮ ♣♦rt❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
❧❡ ♥♦♠ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❍❛r❞②✳ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❡st q✉✬❡❧❧❡
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣r✐étés s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ét✉❞✐é✳
❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✐♥❞✐q✉❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡ ❝❡t
♦♣ér❛t❡✉r ❡st ✈✐❞❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❜❛s♦♥s s✉r ❝❡ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ♣❧✉s✐❡✉rs
ét✉❞❡s s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡✳✹ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝✐té q✉❡❧q✉❡s tr❛✈❛✉① ♦ù ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐♥é❣❛✲
❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✈❛r✐és ✭❝❢✳ ❬✾✱ ✷✹✱ ✸✺❪✮✳
❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
✻✵
❈❤❛♣✐tr❡ ✽
❈♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t rés✉❧t❛t
♣r✐♥❝✐♣❛❧
▲❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ t♦rs✐♦♥ ❛ été ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs
tr❛✈❛✉①✳ ❈❡ q✉✐ ❝❤❛♥❣❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❡st✱ ❡♥ ❡✛❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❧❛
t♦rs✐♦♥ θ˙✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ✉♥ t✉❜❡ t♦rs❛❞é Ωθ =
Lθ(Ω0)✱ ♦ù
θ˙(s) := β + ε(s) ✭✽✳✶✮
❛✈❡❝ β ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ré❡❧❧❡ ❡t ε : R → R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦r♥é❡ ✭t②♣✐q✉❡♠❡♥t
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐✮✳
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ é❝r✐t ♣❛r P❤✐❧✐♣♣❡ ❇r✐❡t✱ ❉❛✈✐❞
❑r❡❥✐cˇ✐rˇí❦ ❡t ❍✐❜❛ ❍❛♠♠❡❞✐✱ ✐♥t✐t✉❧é ✓ ❍❛r❞② ■♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ●❧♦❜❛❧❧② ❚✇✐s✲
t❡❞ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡s ✔✳ ■❧ ❡st ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ❧❡ ❥♦✉r♥❛❧ ✓ ▲❡tt❡rs ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♣❤②s✐❝s ✔✳
■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♥♦té −∆DΩθ ✱ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
q˜D(ψ) :=‖ ∇ψ ‖2, D(q˜D) = H10(Ωθ). ✭✽✳✷✮
✻✶
✻✷ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❋r✐❡❞r✐❝❤s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛✲
♣❧❛❝❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ C∞0 (Ωθ)✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡✳✺✳✶
❞❡ ❧❛ P❛rt✐❡✳■ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ C1−❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ Ω0 ❡t Ωθ
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉✬ét✉❞✐❡r −∆DΩθ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ét✉❞✐❡r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ ❧✉✐
❡st ✉♥✐t❛✐r❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛②❛♥t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♠❛✐s ❞é✜♥✐
❞❛♥s ❧❡ t✉❜❡ ❞r♦✐t Ω0✳ ❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r q✉✬♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r HDθ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡
q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✿
qDθ =‖ ∇′ψ ‖2 + ‖ ∂sψ + θ˙∂τψ ‖2, D(qDθ ) = H10(Ω0). ✭✽✳✸✮
▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r HDθ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
HDθ = −∆ω − (∂s + θ˙∂τ )2 ✭✽✳✹✮
♦ù ∂τ ❡t ∇′ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✭✺✳✷✸✮✳ P❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts s♦♥t ét❛❜❧✐s s✉✐✈❛♥t
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ β ❡t ε
❙✐ ε ≡ 0 ❡t β 6= 0
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ t✉❜❡ ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t t♦rs❛❞é✳ ▲✬ét✉❞❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞✬✉♥
t❡❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬✷✸❪ ❡t ❬✶✶❪✳ ❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
t②♣❡ ❋❧♦q✉❡t✱ ✐❧ ❡st ❞é♠♦♥tré q✉❡
σ(−∆DΩβ) = [λ1,+∞), ✭✽✳✺✮
♦ù λ1 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧
−∆Dω − β2∂2τ .
❙✐ ε 6= 0 ❡t β = 0
❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ε ❡st à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❡t ε˙ ❡st ❜♦r♥é❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✷✹❪ ♦♥t
♣✉ ét❛❜❧✐r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞② s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∀ψ ∈ H10(Ωθ),
∫
Ωθ
| ∇ψ(x) |2 −E1 | ψ(x) |2 dx ≥ CH
∫
Ωθ
| ψ(x) |2
1+ | x |2dx.
✭✽✳✻✮
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ E1 ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ −∆Dω ✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
▲❛♣❧❛❝❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞é✜♥✐ ❞❛♥s
❈♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✻✸
L2(ω)✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ CH ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
ε ❡st ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ ❡t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ω ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❛r✐❛♥t❡
♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ R2✳
❙✐ ❧❡ t✉❜❡ Ωθ ❡st t♦rs❛❞é ♣❛r ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ t♦rs✐♦♥ θ˙ q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐
❛❧♦rs ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆DΩθ ❡st é❣❛❧ à [E1,+∞)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞② ✭✽✳✻✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆DΩθ
❡st st❛❜❧❡ ♠❛❧❣ré ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s✳
❙✐ β 6= 0 ❡t ε 6= 0
❙✐ ε ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ③❡r♦ à ❧✬✐♥✜♥✐✱ ✐❧ ❡st ✈ér✐✜é ❞❛♥s
❬✶✶✱ ❙❡❝t✐♦♥✳✹❪ q✉❡ σess(−∆DΩθ) = [λ1,+∞)✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ❡st ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬✷✸❪
q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡ s✐ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t r❛❧❡♥t✐❡✱ ❝✬❡st
à ❞✐r❡ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ✿ ∫
R
θ˙2 − β2ds < 0. ✭✽✳✼✮
❉✬❛♣rès ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✽✳✶✮ ❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
✈ér✐✜é❡ s✐ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t βε ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢ ❡t ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ε
❞❡ ♥♦r♠❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à | β |✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞② ✿
−∆DΩθ − λ1 ≥ ρ ✭✽✳✽✮
♦ù ρ : R → [0,+∞) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ t✉❜❡
❞é❢♦r♠é ♣❛r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ♥❡ ✈ér✐✜❛♥t ♣❛s ✭✽✳✼✮✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ✭✽✳✻✮ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ✭✽✳✽✮ ♣♦✉r β = 0✱ ♣✉✐sq✉❡
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ λ1 = E1✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ β 6= 0 ❡t ω ❡st ♥♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r
r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ R2✱ ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ ♦♥
❛ λ1 > E1✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✭✽✳✽✮ ❡st ✉♥❡
✐♥é❣❛❧✐té ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ✭✽✳✻✮✳
◆♦tr❡ ét✉❞❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❞❡✉① ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿
✻✹ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✶✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ✭✽✳✽✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ βε ≥ 0 ❡t ε ❡st
♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✳
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ✭✽✳✽✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ε
♣❛r αε✱ ♦ù ε ❡st ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡✱ ❞❡ s✉♣♣♦rt ❜♦r♥é ❡t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡
❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ α ❡st ❝❤♦✐s✐ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡✳
❈❡ q✉✐ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭✷✮ ❝✬❡st q✉✬♦♥ ♥✬✐♠♣♦s❡ ❛✉✲
❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s s✐❣♥❡s ❞❡ α✱ β ❡t ε✳
▲❛ t♦rs✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ré♣✉❧s✐✈❡ s✐ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ β ❡t s❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
ε ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭✶✮✳ ❈❡❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ❡♥
❝❤♦✐s✐ss❛♥t β ❡t ε ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡✳
▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ♣✉ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s ❈♦♥❥❡❝t✉r❡s ✭✶✮ ❡t ✭✷✮
❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ❡st ❛rr✐✈é à ét❛❜❧✐r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭✶✮ s♦✉s ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ β ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
s♦✐❡♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣❡t✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ♣ré❝✐sé ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✵✳✶✳ ✿
❙♦✐t ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❝♦♥♥❡①❡ ❜♦r♥é ❞❡ R2✳ ❙♦✐t θ˙ = β + ε✱ ♦ù β ∈ R ❡t ǫ ❡st
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦r♥é❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ βε > 0 ❡t q✉❡ ω ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❛r✐❛♥t
♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C4✳ ❙✐✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ε ❡t β ✈ér✐✜❡♥t ✿
4 ‖ ε ‖∞<| β |< 2
d
√
23
, ✭✽✳✾✮
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ c q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ β✱ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡
ω ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ε t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
∀ψ ∈ H10(Ωθ) ,
∫
Ωθ
|∇ψ(x)|2 dx− λ1
∫
Ωθ
|ψ(x)|2 dx ≥ c
∫
Ωθ
|ψ(x)|2
1 + |x|2 dx .
✭✽✳✶✵✮
❈♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✻✺
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✽✳✾✮ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ε s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❛❜s♦❧✉❡ ❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ β ♣❡rt✉r❜é❡✳
▲❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✭✷✮ ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞é❡ ♣❛r ❞❡s ❛r❣✉✲
♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❡t ❞❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉✬♦♥
✈❛ ♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥s ❝❤❛♣✐tr❡s✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✾
❉❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s
❆✈❛♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ✐❧ ❢❛✉t s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts q✉✬♦♥ ✈❛ ♣rés❡♥t❡r
✐❝✐ s♦♥t ❡♥ ❢❛✈❡✉r ❞❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡✳✶ ❡t ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡✳✷ à ❧❛ ❢♦✐s✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t ✿
✾✳✶ ❱❛❧✐❞✐té ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s t✉❜❡s ✜♥s
❙♦✐t δ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ♣♦s✐t✐❢✱ ♥♦♥ ♥✉❧ ❡t ♥♦t♦♥s ♣❛r
ωδ := δ.ω = {δt, t ∈ ω}, ✭✾✳✶✮
❡t ♣❛r
Ωδθ := Rθ(s).X, X
t := (s, t2, t3) ∈ R× ωδ. ✭✾✳✷✮
▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆D
Ωδ
θ
❛ été ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s
❬✶✷❪✱❬✹✽❪ ❡t ❬✸✾❪✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡
−∆DΩδ
θ
− δ−2E1 −→
δ→0
−∆R + Cωθ˙2. ✭✾✳✸✮
❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡s ♥♦r♠❡s ❞❡s ré✲
s♦❧✈❛♥t❡s✱ ❛♣rès ✉♥❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳ ■❝✐
✻✻
❉❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✻✼
−∆R r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s L2(R) ❛✈❡❝
D(−∆R) := H2(R)
❡t Cω :=‖ ∂τχ1 ‖2L2(ω)✱ ♦ù χ1 r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆Dω ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ E1✳
◆♦t♦♥s ✐❝✐ q✉❡ Cω ❡st ♣♦s✐t✐❢ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ω ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r
r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ R2✳
◆♦t♦♥s ♣❛r λ1(δ) ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆DΩδ
θ
✭❝❢✳ ❧❛
✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✭✶✹✳✸✮ ♦ù ω ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ωδ✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ λ1 = δ−2E1 + Cωβ2 + O(δ2)
q✉❛♥❞ δ → 0✱ ✐❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ✭✾✳✸✮ q✉❡
−∆DΩδ − λ1(δ) −→δ→0 −∆R + Cω(θ˙
2 − β2). ✭✾✳✹✮
■❧ ❢❛✉t r❡❣❛r❞❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡s ♥♦r♠❡s ❞❡s rés♦❧✈❛♥t❡s✳
■❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✽✳✼✮ ❡st✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❛✉✲❞❡ss♦✉s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡
❡ss❡♥t✐❡❧ ❛✉ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❡t✐t❡s ❞❡ δ✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♦♥ ♥❡ s✬❛tt❡♥❞ ♣❛s à ❛✈♦✐r ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ♥♦♥ ✈✐❞❡ s✐
θ˙2 − β2 = ε2 + 2βε > 0✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ r❡❝♦✉✈r❡ é✈✐❞❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡✳✭✶✮ ♦ù βε > 0✳
❆✉ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ s✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ε ♣❛r αε ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✽✳✶✮✱♦♥ ♦❜t✐❡♥t
q✉❡
−∆Ωδ
θ
− λ1(δ) −→ Hα := −∆R + Cω(α2ε2 + 2αβε). ✭✾✳✺✮
▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ Hα ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✾✳✺✮
❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ α ∈ R✳ ❙♦✉s q✉❡❧q✉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ε✱ Hα
♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ s♣❡❝tr❡ ♥é❣❛t✐❢ s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡
| α | ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ✭❝✬❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡✳✭✷✮✮✳ ❈❡❝✐
❡st é✈✐❞❡♥t s✐ ε ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣❡t✐ts ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
❛✉ t♦✉r ❞❡s ♣♦✐♥ts ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ε s✬❛♥♥✉❧❡✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
✻✽ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉rHα ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✶✳✶✳ ❙♦✐t ε ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ s♦♥
s✉♣♣♦rt ❡st ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ré✉♥✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♦✉✈❡rts ❜♦r♥és✳
❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣♦s✐t✐❢ α0 q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ β✱ Cω ❡t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ ε t❡❧ q✉❡ Hα ≥ 0 ♣♦✉r t♦✉t |α| ≥ α0✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ❛✉①✐✲
❧✐❛✐r❡ q✉✬♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✾✳✶✳✷✳ ✿
❙♦✐❡♥t a, a′, b, b′ ❞❡s ré❡❧s t❡❧s q✉❡ −∞ < a < a′ < b′ < b < +∞✳ ❆❧♦rs
♦♥ ❛ ✿
[−∆N(a,b) + αχ(a′,b′)]−1 s−−−→
α→∞
[−∆ND(a,a′)]−1 ⊕ 0⊕ [−∆DN(b′,b)]−1 ✭✾✳✻✮
❛✈❡❝ −∆N(a,b) ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞é✜♥✐ s✉r L2((a, b)) ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✱ −∆ND(a,a′) ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡♥ {a} ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡
❉✐r✐❝❤❧❡t ❡♥ {a′}✱ −∆DN(b′,b) ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s L2((b′, b))
❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡♥ {b′} ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡♥ {b} ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥ L2((a, b)) ≃ L2((a, a′))⊕ L2((a′, b′))⊕ L2((b′, b))✳
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡✳✾✳✶✳✷
❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ F ∈ L2((a, b))✱ s♦✐t ψα := [−∆N(a,b)+αχ(a′,b′)+1]−1F ✳ ❈❡tt❡
✐♥é❣❛❧✐té s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✈❛♥t❡ ✿
∫ b
a
v¯′(x)ψ′α(x) dx+α
∫ b′
a′
v¯(x)ψα(x) dx+
∫ b
a
v¯(x)ψα(x) dx =
∫ b
a
v¯(x)F (x) dx
✭✾✳✼✮
❉❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✻✾
♣♦✉r t♦✉t v ∈ H1((a, b))✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t v = ψα✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ✿∫ b
a
|ψ′α(x)|2 dx+ α
∫ b′
a′
|ψα(x)|2 dx+
∫ b
a
|ψα(x)|2 dx =
∫ b
a
ψ¯α(x)F (x) dx ,
✭✾✳✽✮
❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs q✉❡ ✿
‖ψα‖2H1((a,b)) + α ‖ψα‖2L2((a′,b′)) ≤ ‖ψα‖L2((a,b))‖F‖L2((a,b)) . ✭✾✳✾✮
■❧ ✈✐❡♥t q✉❡ (ψα)α>0 ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s H1((a, b)) ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♣ré✲❝♦♠♣❛❝ts ❞❛♥s ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡t ❡s♣❛❝❡✳ ◆♦t♦♥s
♣❛r ψ∞ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ψα q✉❛♥❞ α → ∞✳ P♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡
❞❡ ♥♦♠❜r❡s ♣♦s✐t✐❢s✱ (αk)k∈N t❡❧ q✉❡ αk → ∞ q✉❛♥❞ k → ∞✱ {ψαk}k∈N
❝♦♥✈❡r❣❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s H1((a, b)) ✈❡rs ψ∞✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss✉♠❡r q✉❡
(ψαk)k∈N ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s L
2((a, b))✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ H1((a, b)) →֒
L2((a, b)) ❡st ❝♦♠♣❛❝t❡✳ ❊♥ ❞✐✈✐s❛♥t ✭✾✳✾✮ ♣❛r αk✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✈♦✐r q✉❡
‖ψαk‖2L2((a′,b′)) −→
k→∞
0 ✭✾✳✶✵✮
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ψ∞ = 0 s✉r [a′, b′] ✭✐❧ ❢❛✉t t♦✉❥♦✉rs s❡ r❛♣♣❡❧❡r ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥
H1((a, b)) →֒ C0([a, b])✮✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ψ∞ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡♥ a′, b′✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐s✲
s❛♥t ❞❛♥s ✭✾✳✼✮ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st v q✉✐ s✬❛♥♥✉❧❡ s✉r [a′, b′]✱ ❡t ❡♥ s❡ r❡str❡✐❣♥❛♥t
à ❧❛ s✉✐t❡ ψαk ❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❧♦rsq✉❡ k →∞✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ψ∞ ❡st
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❛✉① ❜♦r❞s ✿
−ψ′′∞ + ψ∞ = F s✉r (a, a′) ∪ (b′, b) ,
ψ′∞ = 0 ♣♦✉r a, b ,
ψ∞ = 0 ♣♦✉r a′, b′ .
✭✾✳✶✶✮
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✈ér✐✜é q✉❡
ψ∞ =
[−∆ND(a,a′)]−1F ⊕ 0⊕ [−∆DN(b′,b)]−1F ✭✾✳✶✷✮
✼✵ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
▲❛ ♠ê♠❡ ❧✐♠✐t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❧✐♠✐t❡ ❢❛✐❜❧❡ {ψα}α>0✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ψα ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦rt❡♠❡♥t s✉r L2((a, b)) ✈❡rs ψ∞ q✉❛♥❞ α→∞✱ ❈❡
q✉✐ ❢❛❧❧❛✐t ❞é♠♦♥tr❡r ✳
❈♦♠♠❡ ❧❡s rés♦❧✈❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡✳✾✳✶✳✷ s♦♥t ❝♦♠♣❛❝t❡s✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛ ✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✳✶✳✸✳
inf σ
(−∆N(a,b) + αχ(a′,b′)) −−−−→
α→+∞
min
{(
π
2(a′ − a)
)2
,
(
π
2(b− b′)
)2}
✭✾✳✶✸✮
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ❡st ❡♥ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳✾✳✶✳✶ ✿
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳✾✳✶✳✶
❊♥ r❡❞é✜♥✐ss❛♥t β ❡t ε ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ✭✾✳✺✮✱ s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥
♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ Cω ❡st é❣❛❧❡ à 1 ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s L2(R) ✿
Hα := −∆R + Vα, D(Hα) = D(−∆R) = H2(R), ✭✾✳✶✹✮
❛✈❡❝ ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
Vα := (αε+ β)
2 − β2 = α2ε2 + 2αβε. ✭✾✳✶✺✮
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ε : R→ R ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t
❡t β ∈ R✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ s✐❣♥❡ ❞❡ β✱
♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r✱ é❣❛❧❡♠❡♥t s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡
❝♦✉♣❧❛❣❡ α ❡st ♣♦s✐t✐❢✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳✾✳✶✳✶ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Hα q✉❛♥❞ α → ∞✳ ▲❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ε ❡st ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡
❞✬✉♥❡ ré✉♥✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♦✉✈❡rts In✳ ◆♦t♦♥s ♣❛r
HInα ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ❞❛♥s L
2(In) ❞❡ ♠ê♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ q✉❡Hα ♠❛✐s ❝♦♥s✐❞éré
s✉r In ❡t q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ∂In✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱
HInα = −∆NIn + Vα✱ ♦ù −∆NIn ❡st ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❞❛♥s L2(In)✳ ❈✬❡st
❉❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✼✶
❝❧❛✐r q✉❡
inf σ(Hα) ≥ min
{
0, inf
n
inf σ(HInα )
}
. ✭✾✳✶✻✮
■❝✐ inf σ(HInα ) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r H
In
α ✱
♣✉✐sq✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r à rés♦❧✈❛♥t❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✳ ◆♦tr❡ str❛té❣✐❡
♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳✾✳✶✳✶ ❡st ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ inf σ(HInα ) ❡st
♣♦s✐t✐❢ ♣♦✉r t♦✉t α s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✳
❊♥ s❡ r❛♣♣❡❧❛♥t ❞❡ ✭✾✳✶✻✮✱ ✜①♦♥s n ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r
♣r♦♣r❡ ❞❡ HInα q✉✬♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r inf σ(H
In
α )✳ ❙♦✐t I
′
n ✉♥ s♦✉s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡rt
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ In t❡❧ q✉❡ I ′n ⊂ In✳ ❆❧♦rs ✐❧s ❡①✐st❡♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s
cn = cn(β, ε ↾ I
′
n) ❡t αn = αn(β, ε ↾ I
′
n) t❡❧❧❡s q✉❡ Vα ≥ cn α2 s✉r I ′n ♣♦✉r
t♦✉t α ≥ αn✳ ❆✉ ♠ê♠❡ t❡♠♣s✱ ♦♥ ❛ Vα ≥ −β2 s✉r t♦✉t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ In✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ♦♥ ❛✱
HInα ≥ −∆NIn + cn α2 χI′n − β2 χIn\I′n . ✭✾✳✶✼✮
❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♦♥ ❛ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣✲
♣❧✐q✉❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡✳✾✳✶✳✷ ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡✳✾✳✶✳✸✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t I ′n ❞✬✉♥❡
♠❛♥✐èr❡ à r❡♥❞r❡ |In \ I ′n| s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ inf σ(−∆NIn +
cn α
2 χI′n) s❡r❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ β
2 ♣♦✉r t♦✉t α s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ❡t ❞♦♥❝
inf σ(HInα ) ❡st ♣♦s✐t✐❢✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♠❡s✉r❛♥t ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ α
❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ n✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡
q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s ✭✾✳✶✻✮✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ s❡ ♣♦s❡ ♣❛s s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳✾✳✶✳✶ ♦ù ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ε ❡st ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥❡
ré✉♥✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♦✉✈❡rts ✭❖♥ r❛♣♣❡❧ q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡
ré✉♥✐♦♥ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♦✉✈❡rts✮✳ P❛r s✉✐t❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t
❞és✐ré ♠❛✐s s♦✉s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❧✉s✳ 
▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡st ✿ ❈♦♠♠❡♥t ét❡♥❞r❡ ❝❡s rés✉❧✲
t❛ts ❞✬❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s δ ♥♦♥ ✐♥✜♥✐♠❡♥t ♣❡t✐ts ✭✐✳❡✳ ❞❡s t✉❜❡ q✉✐ ♥❡
s♦♥t ♣❛s ✜♥s✮ ❡t ❝♦♠♠❡♥t ♣❡✉t✲♦♥ ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r à ❧❛
✼✷ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞② ❄
✾✳✷ ❆r❣✉♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡
▲✬❛r❣✉♠❡♥t ❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉✬♦♥ ✈❛ ♣rés❡♥t❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✐♠❛✲
❣✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡❝t❡✉r s❡✉❧❡♠❡♥t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ε ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ε(s) :=
α > 0 s✐ |s| ≤ s0 ,0 s✐♥♦♥ , ✭✾✳✶✽✮
❙✐ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ R2 ❡st à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ω✱ ❛❧♦rs Ω ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ❣é♦✲
♠étr✐q✉❡✱ q✉❛♥❞ | α |−→ ∞ ✈❡rs ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❞❡♠✐✲t✉❜❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ✿
Ω− := Ω ∩ {(s, t2, t3) ∈ R3 | s < −s0}
❡t Ω+ := Ω ∩ {(s, t2, t3) ∈ R3 | s > s0}✳
❊♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥✳✶✵✳✷✱ ❝✬❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡
❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡♠✐s t✉❜❡s ♥❡ ❝♦♠✲
♠❡♥❝❡ ♣❛s ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ λ1✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t à {|s| = s0} ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ✉s✉❡❧❧❡ ✭✼✳✾✮✱ ❧❡s
♦♣ér❛t❡✉rs −∆DΩ+ − λ1 ❡t −∆DΩ− − λ1 s❛t✐s❢❡r♦♥t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❞❡
t②♣❡ ✭✽✳✽✮✳
❙✐ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ R2 ❡st ❞❛♥s ω✱ ❛❧♦rs Ωθ ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡✱
q✉❛♥❞ α → ∞ ✈❡rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣♦sé ❞❡ Ω−✱ Ω+ ❡t ✉♥❡ ❝❛♥❛❧ t✉❜✉❧❛✐r❡
❝♦♥♥❡❝t❛♥t Ω− ❡t Ω+ ❞❡ r❛②♦♥ dist(0, ∂ω)✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r✱ é❣❛❧❡✲
♠❡♥t✱ q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t
❞é❝❛❧é ♣❛r λ1 s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞② ❞❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳
❈❡t ❛r❣✉♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛♣♣✉✐ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❣é♦♠é✲
tr✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ❈♦♥❥❡❝t✉r❡✳✭✷✮✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞❡ ε✳
❉❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ✼✸
P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❈♦♥❥❡❝t✉r❡s✳✭✶✮ ❡t ✭✷✮ ♦♥ ❛ ❡✛❡❝t✉é ✱ é❣❛✲
❧❡♠❡♥t ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳
✾✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s
▲✬✐❞é❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡rr✐èr❡ ❝❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡
❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r HDθ ❡t ❞❡ ❧❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❧❡ s❡✉✐❧ ❞❡ s♦♥ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ −∆Dω −
β2∂2τ ✳
P♦✉r s❡ ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s✱ ♦♥ ✈❛ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ω ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❝❛rré✱ ❡♥ ❡✛❡t ω = (−1
2
, 1
2
)2 ❡t β = 1✳
P♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♥♦r♠❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ε ♦♥ ❛ ❛❥♦✉té ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡
❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ α ∈ R ❞❡✈❛♥t ε✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s t✉❜❡s ✐♥✜♥✐s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ♥♦s
❝❛❧❝✉❧s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉r ❞❡s t✉❜❡s ✜♥✐s q✉✬♦♥ ♥♦t❡ ΩL := ω × (−L,L)✱ ❛✈❡❝
L ❞❡ ✈❛❧❡✉r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s
st❛❜❧❡s ✐♥s❡♥s✐❜❧❡s à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❧✉s ❧❛r❣❡s ❞❡ L✳ ❖♥ ❛ ré❛❧✐sé ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s s✉r
❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ε ✿ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤♦✐① ✱ ❡st ❧❡ ❝❤♦✐① ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ❧❡
♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧✐q✉é ♣♦✉r ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✿
ε1(s) :=
1 s✐ |s| ≤ 1 ,0 s✐♥♦♥ , ✭✾✳✶✾✮
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❤❛♣❡❛✉ ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
ε2(s) :=
1− |s| s✐ |s| ≤ 1 ,0 s✐♥♦♥ . ✭✾✳✷✵✮
❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✶ ♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ✭❡♥ ❝♦✉❧❡✉r ❜❧❡✉✮ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s
♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ −∆DΩL ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ α✳
▲❛ ❧✐❣♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ✭❡♥ r♦✉❣❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ λ1✱ q✉✐ ❡st ❧❡ s❡✉✐❧
❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ −∆DΩθ ✱
✼✹ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
▲❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❡♥ ❜❧❡✉ ❡st ❡♥ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡♥ r♦✉❣❡ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆DΩθ ♣♦✉r ❞❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ α q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ✈✐❞❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞
q✉✬✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞② ✭✽✳✽✮ s♦✐t ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❝❡s ré❣✐♦♥s✳
■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s ✭❞r♦✐t❡ ❡t ❣❛✉❝❤❡✮ ❝♦♥✜r♠❡♥t ♥♦s
❈♦♥❥❡❝t✉r❡s ✶ ❡t ✷✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ inf σ(−∆DΩL) > λ1 ♣♦✉r t♦✉t α > 0 ✭❈♦♥❥❡❝✲
t✉r❡ ✶✮ ❡t ♣♦✉r α < α∗ < 0 ✭❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✷✮✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡✱ ♦♥
❛ α∗1 ≈ −2 ❡t α∗2 ≈ −3 ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ε ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✭✾✳✶✾✮
❡t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❤❛♣❡❛✉ ✭✾✳✷✵✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ■❧ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ q✉❡
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ α∗ s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✽✳✼✮✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ✭✽✳✼✮ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆DΩ ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡ s✐ α ∈ (−2, 0) ❡t α ∈ (−3, 0) ♣♦✉r ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ✭✾✳✶✾✮ ❡t ✭✾✳✷✵✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵
❯♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ♣♦✉r ✉♥❡
t♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
❉❛♥s ❝❡ ❧♦♥❣ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ✈❛ ❡ss❛②❡r ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❜✐❡♥ ❝❧❛✐r❡ ❡t
♦r❣❛♥✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡✳✽✳✵✳✶✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ q✉✬♦♥
❛ ét❛❜❧✐ ♣♦✉r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡ ✭✐✳❡✳ βε ≥ 0✮✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❛❜❧✐ ♣❧✉s✐❡✉rs rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s q✉✐ s♦♥t
❡✉① ♠ê♠❡ ✐♥tér❡ss❛♥ts✱ s✉rt♦✉t q✉❡ ♣❛r♠✐ ❝❡s rés✉❧t❛ts ✐❧ ② ❛ q✉❡❧q✉❡s ✉♥s
q✉✬♦♥ ❛ ♣✉ ét❛❜❧✐r s❛♥s ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t βε ♦✉ ❞✬❛✉tr❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✶✵✳✶ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ✈✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ t✉❜❡ t♦rs❛❞é Ωθ s❡ ré❛❧✐s❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ C1−❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ q✉✐ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ t✉❜❡ t♦rs❛❞é à ♣❛rt✐r ❞✉
t✉❜❡ ❞r♦✐t Ω0 ✳ ❊♥ ♣❛ss❛♥t ❛✉① ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝✉r✈✐❧✐❣♥❡s (s, t2, t3) ∈ Ω0 ▲❡
▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t −∆DΩθ ❞❛♥s L2(Ωθ) ❡st ✐❞❡♥t✐✜é ✭❝❢✳ ❬✸✺❪✮ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡
✼✻
❯♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ♣♦✉r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡ ✼✼
❞ét❛✐❧s✮ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r HDθ ❞❛♥s L
2(Ω0) ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
qDθ (ψ) := ‖∂sψ + θ˙∂τψ‖2 + ‖∇′ψ‖2 , D(qDθ ) := H10(Ω0) . ✭✶✵✳✶✮
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ θ˙ s♦✐t ❜♦r♥é❡✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ C∞0 (Ω0) ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ q
D
θ ✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ψ ∈ C∞0 (R ×
ω) ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ J1 ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧
−∆Dω −β2∂2τ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ λ1✳ J1 ❡st ❝❤♦✐s✐ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ♥♦r♠❛❧✐sé❡
à 1 ❞❛♥s L2(ω)✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés s♣❡❝tr❛❧❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r HDθ ❛✉
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ s❡✉✐❧ ❞❡ s♦♥ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ λ1 ✐❧ ❡st très ✉t✐❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ψ(s, t) = J1(t)φ(s, t) , ✭✶✵✳✷✮
♦ù φ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ C∞0 (Ω0) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✶✵✳✷✮✳
P❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
Q(ψ) := qDθ (ψ)− λ1‖ψ‖2
= ‖∂sψ + ε∂τψ + βJ1∂τφ‖2 + ‖J1∇′φ‖2 + 2(∂sψ + ε∂τψ, βφ∂τJ1)
= ‖∂sψ‖2 + ‖ε∂τψ‖2 + ‖J1∇′φ‖2 + ‖βJ1∂τφ‖2
+ 2(∂τψ, βε∂τψ) + 2(∂sψ, ε∂τψ) + 2(∂sψ, β∂τψ) .
✭✶✵✳✸✮
❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❛ ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦tr❡
❚❤é♦rè♠❡✳✽✳✵✳✶✳
❆✈❛♥t ❞✬❡♥t❛♠❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡ t♦rs✐♦♥ ♣❡rt✉r❜é✱ ♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿ ❊st✲✐❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✈♦✐r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ Q(ψ) ♣♦✉r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ♣ér✐♦✲
❞✐q✉❡ ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜é ❄
✶✵✳✷ P♦s✐t✐✈✐té ♣♦✉r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ♣ér✐♦❞✐q✉❡
■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r✱ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Q(ψ) ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✶✵✳✸✮ q✉❡ Q[ψ] ≥ 0
s✐ βε ≥ 0✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ♥✬❡st ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t é✈✐❞❡♥t❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡
✼✽ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
❝❛s ♦ù ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ε ❡st ♥✉❧❧❡ ✭t✉❜❡ ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t t♦rs❛❞é✮✳ ♣❛r ❝♦♥tr❡
♦♥ ♣❡✉t ❧✬ét❛❜❧✐r ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❙✐ ε = 0✱ ✭✶✵✳✸✮ s❡ ré❞✉✐t à ✿
Q(ψ) = ‖∂sψ‖2 + ‖J1∇′φ‖2 + ‖βJ1∂τφ‖2 + 2(∂sψ, β∂τψ) . ✭✶✵✳✹✮
▲❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✵✳✹✮ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
2(∂sψ, β∂τψ) = 2(∂sψ, βJ1∂τφ) + 2(∂sψ, βφ∂τJ1) . ✭✶✵✳✺✮
P❛r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ s✱ ❧❡
s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✵✳✺✮ ❡st é❣❛❧ à ③❡r♦ ✿
2(∂sψ, βφ∂τJ1) =
1
2
β
∫
R×ω
(∂sφ
2(s, t))(∂τJ
2
1(t))dsdt = 0 . ✭✶✵✳✻✮
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Q(ψ) ❞❡✈✐❡♥t ✿
Q(ψ) = ‖∂sψ + βJ1∂τφ‖2 + ‖J1∇′φ‖2 ≥ 0 . ✭✶✵✳✼✮
❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡✱ HDθ − λ1 ≥ 0✳ ❆ ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ♦ù ψ = 0 ✭✐✳❡✳ φ = 0✮✱
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✵✳✼✮ ❡st t♦✉❥♦✉rs str✐❝t❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✵✳✼✮ ❞❡✈✐❡♥t
str✐❝t❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ N → ∞ q✉❛♥❞ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ψN(x) = φN(s)J1(x′)✱ ♦ù
φN(s) :=

1, s✐ |s| ≤ N ❀
2N−|s|
N
, s✐ N < |s| < 2N ❀
0, s✐♥♦♥ ❀
✭✶✵✳✽✮
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ HDθ −λ1 ❡st ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ♦ù ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧
ré❣✉❧✐❡r✱ ♥é❣❛t✐❢✱ ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧ ❡t ❞❡ ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡
❛r❜✐tr❛✐r❡ à HDθ −λ1 ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♣❡❝tr❡ ♥é❣❛t✐❢✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡
q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ✭✽✳✽✮ s✐ ε = 0 ✭✐✳❡✳ ✉♥❡
t♦rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ θ˙ = β 6= 0✮✳
▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡st ✿ ❛✲t✲♦♥ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té
♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡ ❄
❯♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ♣♦✉r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡ ✼✾
✶✵✳✸ P♦s✐t✐✈✐té ♣♦✉r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✻✮✱ ♦♥ réé❝r✐t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ✭✶✵✳✸✮
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
Q(ψ) = ‖∂sψ−ε∂τψ+βJ1∂τφ‖2+‖J1∇′φ‖2+2(εφ∂τJ1, βφ∂τJ1)+2(εJ1∂τφ, βφ∂τJ1) .
✭✶✵✳✾✮
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❛✈❛♥t ❞❡r♥✐❡r ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té
✭✶✵✳✾✮ ❡st ♥♦♥ ♥é❣❛t✐❢ q✉❛♥❞ βε ≥ 0✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✈❛ ❛❞♦♣t❡ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❡✳
▲❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✵✳✾✮ ❡st ❡st✐♠é ❡♥ ✉t✐❧✐✲
s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣ ✿
2(εJ1∂τφ, βφ∂τJ1) ≥ −2
∥∥√βε φ∂τJ1∥∥∥∥√βε J1∂τφ∥∥
≥ −δ∥∥√βε φ∂τJ1∥∥2 − 1
δ
∥∥√βε J1∂τφ∥∥2 , ✭✶✵✳✶✵✮
♣♦✉r δ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✵✳✶✵✮ ♣❡✉t êtr❡
❝♦♥trô❧é ♣❛r ❧✬❛✈❛♥t ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✵✳✾✮✳ ❖♥
❡st✐♠❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✵✳✶✵✮ ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✿
|∂τφ| ≤ d |∇′φ| , ✭✶✵✳✶✶✮
❈❡ t❡r♠❡ s❡r❛ ❝♦♥trô❧é ♣❛r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✵✳✾✮
s♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ βε ❡st ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣❡t✐t❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❛
Q(ψ) ≥ ‖∂sψ+ε∂τψ+βJ1∂τφ‖2+(2−δ)
∥∥√βε φ∂τJ1∥∥2+[1− ‖βε‖∞ d2
δ
]
‖J1∇′φ‖2 .
✭✶✵✳✶✷✮
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t δ = 2✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✸✳✶✳ ❖♥ ❛ HDθ − λ1 ≥ 0 s✐ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t βε ≥ 0 ❡t
‖βε‖∞ d2 ≤ 2. ✭✶✵✳✶✸✮
❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞②
❧♦❝❛❧❡ ✿
✽✵ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
✶✵✳✹ ❯♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❧♦❝❛❧❡
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ βε > 0✱ ❝❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s
❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ré♣✉❧s✐✈❡✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❞❡s
✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❍❛r❞② t❡❧❧❡s q✉❡ ✭✽✳✻✮ s♦♥t ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✭✐✳❡✳ β = 0 ❡t ε ❡st à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✮ ❝❢✳ ❬✷✹❪ ❡t ❬✸✺❪✮✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♦♥ ❛ ✐♠♣♦sé q✉❡ βε ✈ér✐✜❡ ✭✶✵✳✶✸✮✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐
s✉✐t✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ✭✶✵✳✶✸✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡
‖βε‖∞ d2 < 2 ✭✶✵✳✶✹✮
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞❛♥s ✭✶✵✳✶✷✮ δ = ‖βε‖∞ d2✱ ❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡
❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✶✵✳✷✮ ♦♥
♦❜t✐❡♥t
Q(ψ) ≥ (2− ‖βε‖∞ d2)
∥∥∥∥√βε ∂τJ1J1 ψ
∥∥∥∥2 . ✭✶✵✳✶✺✮
❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ét❛❜❧✐❡ ♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ C∞0 (Ω0)✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡
C∞0 (Ω0) ❡st ❞❡♥s❡ ❞❛♥s H
1
0(Ω0)✱ ❞♦♥❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ψ ∈
H10(Ω0)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✭✶✵✳✶✺✮ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞② ✭✽✳✶✵✮
q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t
❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✹✳✶✳ ✿
❙♦✐t βε ≥ 0 ❡t βε 6= 0✳ ❆❧♦rs
HDθ − λ1 ≥ (2− ‖βε‖∞ d2) βε
(
∂τJ1
J1
)2
. ✭✶✵✳✶✻✮
❙✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✵✳✶✹✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✱ ✭✶✵✳✶✻✮ ❡st ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞②
❧♦❝❛❧❡ ✭❝❢✳❬✸✺✱ ✷✹❪✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ε ♣❡✉t êtr❡ ❝❤♦✐s✐t à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❞❛♥s R
❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ε s✬❛♥♥✉❧❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ R✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ∂τJ1 ♣❡✉t s✬❛♥♥✉❧❡r
s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ω✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ∂τJ1 ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s êtr❡ ♥✉❧❧❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ω ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ s❛♥s q✉❡ ω ♥❡ s♦✐t
❯♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ♣♦✉r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡ ✽✶
✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❙✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ∂τ s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (−∆ω −
β2∂2τ )J1 = λ1J1 ❡t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ∂τ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ∆
′ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ η := ∂τJ1 s❛t✐s❢❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ éq✉❛t✐♦♥ (−∆ω−β2∂2τ )η = λ1η
❞❛♥s ω ♦ù ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ✭ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡
❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✮ s✬❛♣♣❧✐q✉❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞❡ ❍❛r❞② ❧♦❝❛❧ ✭✶✵✳✶✻✮ ♣❡✉t ❞✐✈❡r❣❡r s✉r ∂Ω à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ J1 ❛✉
❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r ✱ ❝❡ q✉✐ r❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ♣❡✉ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✼✳✾✮✳
✶✵✳✺ ❯♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❜r✉t❡
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❛❞♦♣t❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té str✐❝t❡ ❞✉
♣r♦❞✉✐t βε✳ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❧♦❝❛❧❡ ✭✶✵✳✶✻✮ à
✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞② ❣❧♦❜❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s Ω0
❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✵✳✶✻✮✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ‖∂sψ‖ ❡t ‖J1∇′φ‖ ❞❛♥s ✭✶✵✳✶✷✮✳
❖♥ r❡✈✐❡♥t à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Q(ψ) ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥✲
é❣❛❧✐té ✭✶✵✳✸✮✱ ♦♥ ❡♠♣❧♦✐❡ ✭✶✵✳✻✮ ❡t ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
Q(ψ) = ‖∂sψ‖2 + ‖εJ1∂τφ‖2 + ‖εφ∂τJ1‖2 + ‖J1∇′φ‖2 + ‖βJ1∂τφ‖2
+ 2
∥∥√βεJ1∂τφ∥∥2 + 2∥∥√βεφ∂τJ1∥∥2 + 4(√βεJ1∂τφ,√βεφ∂τJ1)
+ 2(εJ1∂τφ, εφ∂τJ1) + 2(∂sψ, εφ∂τJ1) + 2
(
∂sψ, (ε+ β)J1∂τφ
)
.
✭✶✵✳✶✼✮
❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ❞❡r♥✐❡rs t❡r♠❡
✽✷ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
❞❡ ✭✶✵✳✶✼✮ ♦♥ ❛
|2(∂sψ, εφ∂τJ1)| ≤ δs‖∂sψ‖2 + δ−11 ‖εφ∂τJ1‖2
|2(∂sψ, (ε+ β)J1∂τφ)| ≤ δ2‖∂sψ‖2 + δ−12 ‖(ε+ β)J∂τφ‖2∣∣2(√βεJ1∂τφ,√βεφ∂τJ1)∣∣ ≤ δ3∥∥√βεφ∂τJ1∥∥2 + δ−13 ∥∥√βεJ1∂τφ∥∥2
|2(εJ1∂τφ, εφ∂τJ1)| ≤ δ4‖εφ∂τJ1‖2 + δ−14
∥∥εJ1∂τφ‖2 ✭✶✵✳✶✽✮
❛✈❡❝ δ1, δ2, δ3, δ4✱ s♦♥t ❞❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡
❨♦✉♥❣ ✭✶✵✳✶✽✮✱ ✭✶✵✳✶✼✮ ❞❡✈✐❡♥t
Q(ψ) ≥ (1− δ1 − δ2)‖∂sψ‖2 + ‖J1∇′φ‖2
+
∫
Ω0
(
(1− δ−11 − δ4)ε2 + 2(1− δ3)βε
)
|φ∂τJ1|2 dsdt
+
∫
R×ω
[
(1− δ−12 )β2 + (1− δ−12 − δ−14 )ε2 + 2(1− δ−12 − δ−13 )βε
] |J1∂τφ|2 dsdt
. ✭✶✵✳✶✾✮
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t δ1 = δ2 = 14 ✱ δ3 =
1
2
❡t δ4 = 1✱ ✭✶✵✳✶✾✮ ❞❡✈✐❡♥t
Q(ψ) ≥ 1
2
‖∂sψ‖2 + ‖J1∇′φ‖2 +
∫
R×ω
(βε− 4ε2)|φ∂τJ1|2 dsdt
−
∫
R×ω
(3β2 + 4ε2 + 10βε)|J1∂τφ|2 dsdt . ✭✶✵✳✷✵✮
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✵✳✶✶✮✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉❡ q✉❡
Q(ψ) ≥ 1
2
‖∂sψ‖2 + c1‖J1∇′φ‖2 + c2
∥∥√βε∂τJ1φ∥∥2 , ✭✶✵✳✷✶✮
❛✈❡❝
c1 = 1− d2 (3β2 + 4‖ε‖2∞ + 10‖βε‖∞) , c2 = 1− 4
‖ε‖∞
|β| , ✭✶✵✳✷✷✮
c1 ❡t c2 s♦♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s s✐ ✭✽✳✾✮ ❡st ✈ér✐✜é❡✳
✶✵✳✻ ➱t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛♥s✈❡rs❡
P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ǫ ∈ R✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t
µǫ := inf
φ∈C∞0 (ω)\{0}
‖J1∇′φ‖2L2(ω) + ǫ2‖φ∂τJ1‖2L2(ω)
‖J1φ‖2L2(ω)
. ✭✶✵✳✷✸✮
❯♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ♣♦✉r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡ ✽✸
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
qǫ(φ) := ‖J1∇φ‖2L2(ω) + ǫ2‖φ∂τJ1‖2L2(ω) , D(qǫ) := C∞0 (ω) ✭✶✵✳✷✹✮
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt L2(ω, J21(t)dt) ❡t ♥♦t♦♥s ♣❛r q˜ǫ s❛ ❝❧ôt✉r❡✳ ❆❧♦rs µǫ
❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥t ♥♦té hǫ ❞é✜♥✐
❞❛♥s L2(ω, J21(t)dt) ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ q˜ǫ✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ µǫ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ à ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥
❞✉ ❝❛s ♦ù ǫ = 0 ♦✉ ❧♦rsq✉❡ ω ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳
▲❡♠♠❡ ✶✵✳✻✳✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ω✱ ∂ω ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C4✳
❆❧♦rs hǫ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r à rés♦❧✈❛♥t❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✳
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡✳✶✵✳✻✳✶ ✿
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
U : L2(ω, J1(t)
2dt)→ L2(ω) : {φ 7→ J1φ} ✭✶✵✳✷✺✮
▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✶✵✳✷✺✮ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ♣✉✐sq✉❡ J1 ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡
❞❛♥s ω✳ ❆❧♦rs hǫ ❡st ✉♥✐t❛✐r❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r hˆǫ := UhǫU−1
❞é✜♥✐ ❞❛♥s L2(ω)✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
qˆǫ(ψ) := q˜ǫ(U
−1ψ) , D(qˆǫ) := U(D(q˜ǫ)) ✭✶✵✳✷✻✮
◆♦t♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ C∞0 (ω)✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ q˜ǫ✱ ❡st
✐♥✈❛r✐❛♥t à ❣❛✉❝❤❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs U ❡t U−1✳ P♦✉r t♦✉t ψ ∈ C∞0 (ω)✱
♣❛r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ✿
qˆǫ(ψ) = ‖∇ψ‖2L2(ω) + ǫ2 v1(ψ) + v2(ψ) ✭✶✵✳✷✼✮
♦ù
v1(ψ) :=
∫
ω
(
∂τJ1
J1
)2
ψ2dt , v2(ψ) :=
∫
ω
∆ωJ1
J1
ψ2dt. ✭✶✵✳✷✽✮
✽✹ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
❙❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ǫ2 v1 + v2✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ qˆǫ ❡st ❥✉st❡ ❧❛
❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t −∆Dω ❞❛♥s
L2(ω)✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à −∆Dω ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡st
H10(ω)✱ ♦r ♦♥ s❛✐t q✉❡ H
1
0 →֒ (ω)L2(ω) ❡st ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝
s✉✣s❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡st st❛❜❧❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ǫ2v1
❡t v2✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs é❧é♠❡♥ts ✿
✭✐✮ P❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ✭❝❢✳ ❬✶✼✱ ❙❡❝✳ ✻✳✸❪✮✱
♦♥ ❛ J1 ∈ H4(ω)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✱ ∇J1 ∈ H3(ω) ❡t ∆J1 ∈ H2(ω)✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❙♦❜♦❧❡✈ ✭❝❢✳ ❬✶✱ ❚❤♠✳ ✺✳✹❪✮ H2(ω) →֒ C0(ω)✱
♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ‖∆ωJ1‖∞ <∞ ❡t ‖∂τJ1‖∞ ≤ d‖∇′J1‖∞ <∞✳
✭✐✐✮ P♦✉r t♦✉t ❞♦♠❛✐♥❡ ω t❡❧ q✉❡ ∂ω ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✭❝❢✳ ❬✶✽✱
▲❡♠✳ ✹✳✻✳✶❪✮ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣♦s✐t✐❢ α0 t❡❧ q✉❡ J1 ≥ α0d✱ ♦ù d(t) :=
dist(t, ∂ω)✳
✭✐✐✐✮ P♦✉r t♦✉t ❞♦♠❛✐♥❡ ω ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ♣❧✉s ❢♦rt❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✐ s❛✲
t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣rés❡♥t❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐tés✱ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞②
−∆Dω ≥ c0/d2 ❡st ✈ér✐✜é❡ ✭❝❢✳ ❬✶✽✱ ❙❡❝✳ ✶✳✺❪✮✳
❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ qˆǫ,1(ψ) :=
‖∇′ψ‖2L2(ω) + ǫ2 v1(ψ) ❡st H10(ω) ♣♦✉r t♦✉t ǫ ∈ R✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ à ♣❛rt✐r ✭✐✮✕✭✐✐✮
♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿
v1(ψ) ≤ ‖∂τJ1‖
2
∞
α20
∫
ω
ψ2
d2
≤ ‖∂τJ1‖
2
∞
c0 α20
‖∇′ψ‖2L2(ω), ✭✶✵✳✷✾✮
♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ C∞0 (ω)✱ ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡
‖∇′ψ‖2L2(ω) ≤ qˆǫ,1(ψ) ≤
(
1 +
‖∂τJ1‖2∞
c0 α20
)
‖∇′ψ‖2L2(ω) , ✭✶✵✳✸✵✮
♦ù ψ 7→ ‖∇′ψ‖2L2(ω) ❡st ❢❡r♠é ❞❛♥s H10(ω)✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ v2 ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ qˆǫ,1✳ ❊♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✭✐✮✕✭✐✐✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
|v2(ψ)| ≤ ‖∆ωJ1‖∞
α0
∫
ω
ψ2
d
dt ≤ ‖∆ωJ1‖∞
α0
(
δ
∫
ω
ψ2
d2
dt+ δ−1
∫
ω
ψ2dt
)
,
✭✶✵✳✸✶✮
❯♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ♣♦✉r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡ ✽✺
♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ C∞0 (ω) ❡t δ > 0✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✐✐✐✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿
|v2(ψ)| ≤ b ‖∇′ψ‖2L2(ω) + C ‖ψ‖2L2(ω) , ✭✶✵✳✸✷✮
❛✈❡❝
b := δ
‖∆ωJ1‖∞
c0 α0
, C := δ−1
‖∆ωJ1‖∞
α0
. ✭✶✵✳✸✸✮
❈♦♠♠❡ ‖∇′ψ‖2L2(ω) ❡st é❧é♠❡♥t❛✐r❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ♣❛r qˆǫ,1(ψ) ❡t δ ♣❡✉t êtr❡
❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣❡t✐t❡✱ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉❡ q✉❡ v2 ❡st ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❞❡ qˆǫ,1 ❛✈❡❝ ❧❛ ❜♦r♥❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✶ ✭❡♥ ré❛❧✐té✱
❝✬❡st é❣❛❧❡ à ③❡r♦✮✳ ❉♦♥❝ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ qˆǫ,1 ❡t qˆǫ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❡t ❝❡❝✐ ❡st ❞û
❛✉ rés✉❧t❛t ❞❡ st❛❜✐❧✐té ✭❝❢✳ ❬✸✷✱ ❚❤♠✳ ❱■✳✸✳✹❪✮✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✻✳✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ∂ω ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C4✳ ❙✐ ǫ 6= 0 ❡t ω
❡st ♥♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ µǫ > 0✳
Pr❡✉✈❡ ❞❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳✶✵✳✻✳✷ ✿
P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡✳✶✵✳✻✳✶✱ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r hǫ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t ❞✐s✲
❝r❡t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ s❡✉✐❧ s♣❡❝tr❛❧ µǫ ❡st ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❡t ❧✬✐♥✜♠✉♠
❞❡ ✭✶✵✳✷✸✮ ❡st ❛tt❡✐♥t ♣❛r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é❡ φ ∈ L2(ω, J1(t)2dt)✱
❝✬❡st ❛ ❞✐r❡ ✿
µǫ =
‖J1∇′φ‖2L2(ω) + ǫ2‖φ∂τJ1‖2L2(ω)
‖J1φ‖2L2(ω)
, ✭✶✵✳✸✹✮
❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ µǫ = 0✱ ✐❧ ✈✐❡♥t q✉❡ ‖J1∇′φ‖L2(ω) = 0 ❡t ‖∂τJ1φ‖L2(ω) = 0✳
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ J1 ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ φ
❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡❝✐ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱
♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ‖∂τJ1‖L2(ω) = 0✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐ ω ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r
r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ 
✽✻ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
✶✵✳✼ P♦s✐t✐✈✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✲
✈❡rs❡
❖♥ r❡✈✐❡♥t à ✭✶✵✳✷✶✮ ❡t ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ε✱ β ❡t d ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥
q✉❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s c1 ❡t c2 s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s c1 ❡t c2 ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♣❧✉s ♣♦s✐t✐✈❡s
✭✐✳❡✳ c1 ❡t c2 s♦♥t ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✮ s✐ ‖ε‖∞ ❞✐♠✐♥✉❡✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭✶✵✳✷✸✮ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋✉❜✐♥✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
Q(ψ) ≥ 1
2
‖∂sψ‖2 +
∥∥√µψ∥∥2 , ✭✶✵✳✸✺✮
❛✈❡❝
µ(x) := c1 µǫ(s) ♦ù ǫ(s) :=
√
c2
c1
βε(s) . ✭✶✵✳✸✻✮
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ω ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞✬✉♥ ❞✐sq✉❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦✉r♦♥♥❡ ✭✐✳❡✳ ω ❡st ♥♦♥
✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✮✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ |ε| ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❜♦r♥é
I ⊂ R✳ P❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✻✳✷ ♦♥ s❛✐t q✉❡ s 7→ µ(s, t2, t3) ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡
❡t ♥♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ s✉r I ✭♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ µ(x) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ (t2, t3) ∈ ω✮✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
Q(ψ) ≥ 1
4
‖∂sψ‖2 + ν‖ψ‖2L2(I×ω) , ✭✶✵✳✸✼✮
♦ù ν ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧−1
4
∆NI +µ
❞é✜♥✐ ❞❛♥s L2(I)✳ ◆♦t♦♥s ❜✐❡♥ q✉❡ ν ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❛r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ µ ❡st ♥♦♥✲
tr✐✈✐❛❧ ❡t ♥♦♥ ♥é❣❛t✐❢✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❡st ❛rr✐✈é à ét❛❜❧✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ❝r✉❝✐❛❧
s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✼✳✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ βε ≥ 0 ❡t βε 6= 0✳ ❊t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡
ω ❡st ♥♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ❞❡
❢r♦♥t✐èr❡ ∂ω ❞❡ ❝❧❛ss❡ C4✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ε ❡t β ✈ér✐✜❡♥t ✭✽✳✾✮✳ ❙✐ I ⊂ R
❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❜♦r♥é s✉r ❧❡q✉❡❧ ε ❡st ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧❡ ❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡
✭✶✵✳✸✼✮ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ H10(Ω0) ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣♦s✐t✐❢ ν✳
❯♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ♣♦✉r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡ ✽✼
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ✭✶✵✳✸✼✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
HDΩθ − λ1 ≥
(−1
4
∆R + ν χI
)⊗ 1 , ✭✶✵✳✸✽✮
♦ù χI ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r I × ω ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❍✐❧❜❡rt ✿
L2(Ω0) ≃ L2(R)⊗ L2(ω). ✭✶✵✳✸✾✮
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ t♦✉t❡❢♦✐s ν ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡
❍❛r❞②
HDΩθ − λ1 ≥ ν χI×ω . ✭✶✵✳✹✵✮
✶✵✳✽ ❯♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❣❧♦❜❛❧❡
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ s✉✐✈✐❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❣❧♦❜❛❧❡ r❡♣♦s❡
s✉r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❧♦❝❛❧❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐❡ ✭✶✵✳✸✽✮ ❡t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡
❍❛r❞② ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭✼✳✾✮✳ P❛r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛ ❝❡✉①
✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❬✹✸❪ ❡t ❬✸✸✱ ❙❡❝✳ ✼✳✷❪✮✳ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✽✳✶✳ ❙♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✼✳✶✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ c q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ β✱ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ω ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐été
❞❡ ε t❡❧❧❡ q✉❡
HDΩθ − λ1 ≥
c
1 + s2
✭✶✵✳✹✶✮
❡st ✈ér✐✜é❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡s ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞❛♥s L2(Ω0)✳
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✵✳✽✳✶ ✿
◆♦t♦♥s ♣❛r s0 ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I✳ ▲✬✐♥❣ré❞✐❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡
♣r❡✉✈❡ ❡st ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞② s✉✐✈❛♥t❡ ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❞❛♥s L2(Ω0) ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ I × ω ✿
‖ρψ‖2 ≤ 16 ‖∂sψ‖2 + (2 + 64|I|2 ) ‖ψ‖
2
L2(I×ω) ✭✶✵✳✹✷✮
✽✽ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ H10(Ω0)✱ ♦ù ρ(s) := 1√1+(s−s0)2 ✳ ❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ✉♥❡
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ✭✼✳✾✮✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬✷✹✱
❙❡❝✳ ✸✳✸❪✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ η ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▲✐♣s❝❤✐t③✐❡♥♥❡ ❞❛♥s R ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✿
η(s) :=

2|s−s0|
|I| , s✐ |s− s0| ≤ |I|2 ❀
1, s✐♥♦♥✳
✭✶✵✳✹✸✮
P♦✉r t♦✉t ψ ∈ C∞0 (Ω0)✱ ♦♥ é❝r✐t ψ = ηψ + (1 − η)ψ✱ ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡
(ηψ)(·, t) ∈ H10(R\{s0}) ♣♦✉r t♦✉t t ∈ ω✳ ❆❧♦rs✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❋✉❜✐♥✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ét❛❜❧✐r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
‖ρψ‖2 ≤ 2
∫
Ω0
(s− s0)−2 |(ηψ)(x)|2 dsdt+ 2 ‖(1− η)ψ‖2
≤ 8 ‖∂s(ηψ)‖2 + 2 ‖ψ‖2L2(I×ω)
≤ 16 ‖η∂sψ‖2 + 16 ‖(∂sη)ψ‖2 + 2 ‖ψ‖2L2(I×ω)
≤ 16 ‖∂sψ‖2 + (2 + 64|I|2 ) ‖ψ‖
2
L2(I×ω) . ✭✶✵✳✹✹✮
P❛r ❞❡♥s✐té✱ ❝❡ rés✉❧t❛t s✬ét❡♥❞ ♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ H10(Ω0) = D(Q) = D(qDθ )✳
▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✼✳✶✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ q✉❡
Q(ψ) ≥ 1− δ
4
‖∂sψ‖2 + δ
4
‖∂sψ‖2 + ν‖ψ‖2L2(I×ω) ✭✶✵✳✹✺✮
♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ H10(Ω0) ❡t δ ∈ (0, 1]✱ ♦ù ν ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣♦s✐t✐❢✳ ❊♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t
❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✵✳✹✺✮ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✵✳✹✷✮✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t
Q(ψ) ≥ δ
64
‖ρψ‖2 +
(
ν − δ
32
(1 +
32
|I|2 )
)
‖ψ‖2L2(I×ω) . ✭✶✵✳✹✻✮
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ν✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t δ = min{1, 32ν|I|2
(|I|2+32)} ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
HDΩθ − λ1 ≥
c′
1 + (s− s0)2 ✭✶✵✳✹✼✮
❛✈❡❝ c′ = δ
64
✳ P♦✉r ❛rr✐✈❡r à ✭✶✵✳✹✶✮✱ ♦♥ ♣♦s❡
c := c′min
s∈R
1 + s2
1 + (s− s0)2 ✭✶✵✳✹✽✮
❯♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ♣♦✉r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡ ✽✾
♦ù ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ s0 
P❛r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡♥tr❡ HDΩθ ❡t −∆DΩθ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧♦♥✲
❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ s ❡st ✐♥❝❤❛♥❣é❡ ♣❛r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✵✳✹✶✮ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à
❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
−∆DΩθ − λ1 ≥
c
1 + s2
✭✶✵✳✹✾✮
❛✉ s❡♥s ❞❡s ❢♦r♠❡s q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❞❛♥s L2(Ωθ)✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c✳ ❈❡❝✐
♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡✳✽✳✵✳✶ ❝♦♠♠❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✵✳✽✳✶
❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ |s| ≤ |x|✱ ♦ù✱ ♣❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ |x| r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r r❛❞✐❛❧ ❞❛♥s Ωθ ⊂ R3✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶
❆♣♣❡♥❞✐❝❡
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❝♦❞❡s s♦✉r❝❡s ▼❆❚▲❆❇ q✉✐
♥♦✉s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛
❙❡❝t✐♦♥✳✾✳✸✳
✶✶✳✶ ❈♦❞❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r λ1
❈❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡
✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ −∆D−β2∂2τ ✭❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥✳✾✳✸
♦♥ ❛ ✜①é ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦✉r β = 1✮✳
❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ω = (−1
2
, 1
2
)2
==================================
✪ ❈♦❞❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r λ1
❝❧♦s❡ ❛❧❧ ❀
❝❧❡❛r ❛❧❧ ❀
✪ ❖♥ s❡ ✜①❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ♥♦té❡ ✐❝✐ ❧②
✾✵
❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✾✶
ly = 1. ❀
✪ ♠ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✷❞
m = 19 ❀
✪ ❤ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ q✉✬♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r
h = ly/(m+ 1) ❀
✪ ❜❡t❛ r❡♣rés❡♥t❡ β ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✷❞ −∆Dω − β2∂2τ
beta = 1. ❀
✪ ✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ à ③❡r♦s
A = zeros(m2) ❀
❢♦r j = 1 : m
❢♦r k = 1 : m
l = j + (k − 1) ∗m ❀
A(l, l) = (2./(h2)) ∗ (2.+ ((beta ∗ h)2) ∗ (j2 + k2)) ❀
❡♥❞ ❡♥❞
❢♦r j = 1 : m
❢♦r k = 1 : m
l = j + (k − 1) ∗m ❀
✐❢ (l < m ∗m) A(l, l + 1) = (∗0.5 ∗ k ∗ (beta2)) − ((1. + ((beta ∗ j ∗
h)2))/(h2)) ❀
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❢♦r j = 1 : m
❢♦r k = 1 : m
l = j + (k − 1) ∗m ❀
if(l > 1)A(l, l−1) = −((1.+(beta∗j ∗h)2)/(h2))−(0.5∗k∗(beta2)) ❀
❡♥❞
❡♥❞
✾✷ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
❡♥❞
❢♦r j = 1 : m
❢♦r k = 1 : m
l = j + (k − 1) ∗m ❀
✐❢ (l < (m ∗m)−m+ 1)
A(l, l +m) = (0.5 ∗ j ∗ (beta2))− ((1.+ ((beta ∗ k ∗ h)2))/(h2));
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❢♦r j = 1 : m
❢♦r k = 1 : m
l = j + (k − 1) ∗m ❀
✐❢ (l > m) A(l, l −m) = −((1. + ((beta ∗ j ∗ h)2))/(h2)) − (0.5 ∗ k ∗
(beta2)) ❀
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞ ❢♦r j = 1 : m
❢♦r k = 1 : m
l = j + (k − 1) ∗m ❀
✐❢ (l < m ∗m−m)
A(l, l + 1 +m) = 0.5 ∗ j ∗ k ∗ (beta2) ❀
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❢♦r j = 1 : m
❢♦r k = 1 : m
l = j + (k − 1) ∗m ❀
✐❢ ((l < m∗(m−1)+1)&&(l > 1)) A(l, l+m−1) = −0.5∗j∗k∗(beta2) ❀
❡♥❞
❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✾✸
❡♥❞
❡♥❞
❢♦r j = 1 : m
❢♦r k = 1 : m
l = j + (k − 1) ∗m ❀
✐❢ ((l > m)&&(l < m ∗m))
A(l, l −m+ 1) = −0.5 ∗ j ∗ k ∗ (beta2) ❀
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❢♦r j = 1 : m
❢♦r k = 1 : m
l = j + (k − 1) ∗m ❀
✐❢ (l > m+ 1)
A(l, l −m− 1) = 0.5 ∗ j ∗ k ∗ (beta2) ❀
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
eig(A)
✶✶✳✷ ❈❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ❧❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡ s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆−(θ˙∂τ+∂s)2✱ ♦ù ε ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡
♣❛r ✭✾✳✶✾✮
==========================================
❝❧♦s❡ ❛❧❧ ❀
✾✹ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
❝❧❡❛r ❛❧❧ ❀
✪ ▼ ❡t ◆ s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
✭♠❛tr✐❝❡ ❞❡ M ∗N ❧✐❣♥❡s ❡t M ∗N ❝♦❧♦♥♥❡s✮
N = 15 M = N ;
K = N ❀
alphalist = [0, 2, 3,−0.1,−1.9,−2.25,−2.5,−2.75,−3];
❛❧♣❤❛❛❂❧❡♥❣t❤✭❛❧♣❤❛❧✐st✮ ❀
❢♦r ii = 1 : alphaa alpha = alphalist(ii)
✪ ❛ ❡st ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (−a/2, a/2)
s✉✐✈❛♥t ② ❡t ③✮
a = 1;
L = 100;
pi = 3.14159265;
mat3d = zeros(M ∗N ∗K);
✪ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞❡s ❛✉tr❡s t❡r♠❡s
❢♦r m = 1 : M
❢♦r n = 1 : N
❢♦r k = 1 : K
l = m+ (n− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
mat3d(l, l) = ((k∗pi/(2∗L))2)+(n∗pi/a)2+(m∗pi/a)2+(((n∗pi)2)/12+
((m∗pi)2)/12−(m2)/(2∗n2)−n2/(2∗m2)−0.5)∗(1+(2∗alpha+(alpha2))∗
((1/L)− (((−1)k)/(k ∗ pi)) ∗ sin(k ∗ pi/L)));
Id3(l, l) = 1;
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❢♦r m = 1 : M
❢♦r n = 1 : N
❢♦r k = 1 : K
❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✾✺
l = m+ (n− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
❢♦r j = 1 : M
❢♦r i = 1 : N
✐❢((m ∼= j)&&(i ∼= n))
c = j + (i− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
mat3d(l, c) = (2 ∗ n ∗ i ∗ m ∗ j ∗ (1 + ((−1)(n + i))) ∗ (1 +
((−1)(m+ j)))/(((n2)− (i2)) ∗ ((m2)− (j2)))) ∗ (1 + (2 ∗ alpha+ (alpha2)) ∗
((1/L)− (((−1)k)/(k ∗ pi)) ∗ sin(k ∗ pi/L)));
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❢♦r m = 1 : M
❢♦r n = 1 : N
❢♦r k = 1 : K
l = m+ (n− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
❢♦r j = 1 : M
✐❢(m ∼= j)
c = j + (n− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
mat3d(l, c) = (4∗m∗j∗(n2)∗(1+(−1)(m+j))/(((j−m)2)∗((m+
j)2)))∗(1+(2∗alpha+(alpha2))∗((1/L)−(((−1)k)/(k∗pi))∗sin(k∗pi/L)));
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❢♦r m = 1 : M
✾✻ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
❢♦r n = 1 : N
❢♦r k = 1 : K
l = m+ (n− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
❢♦r i = 1 : N
✐❢ (n ∼= i)
c = m+ (i− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
mat3d(l, c) = (4∗n∗i∗(m2)∗(1+(−1)(n+i))/(((i−n)2)∗((i+
n)2)))∗(1+(2∗alpha+(alpha2))∗((1/L)−(((−1)k)/(k∗pi))∗sin(k∗pi/L)));
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❢♦r m = 1 : M
❢♦r n = 1 : N
❢♦r k = 1 : K
l = m+ (n− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
❢♦r ♣❂✶ ✿❑
✐❢(k ∼= p)
c = m+ (n− 1) ∗M + (p− 1) ∗M ∗N ;
mat3d(l, c) = (2/((k−p)∗pi))∗sin((k−p)∗pi/(2∗L))∗cos((k−
p) ∗ pi/2);
mat3d(l, c) = mat3d(l, c)−(2/((k+p)∗pi))∗sin((k+p)∗pi/(2∗
L)) ∗ cos((k + p) ∗ pi/2);
mat3d(l, c) = mat3d(l, c)∗(2∗alpha+(alpha2))∗(((n∗pi)2)/12+
((m ∗ pi)2)/12− (m2)/(2 ∗ (n2))− (n2)/(2 ∗ (m2))− 0.5);
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✾✼
❡♥❞
❡♥❞
❢♦r m = 1 : M
❢♦r n = 1 : N
❢♦r k = 1 : K
l = m+ (n− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
❢♦r j = 1 : M
❢♦r p = 1 : K
✐❢ ((k ∼= p)&&(j ∼= m))
c = j + (n− 1) ∗M + (p− 1) ∗M ∗N ;
mat3d(l, c) = (2/((k − p) ∗ pi)) ∗ sin((k − p) ∗ pi/(2 ∗ L)) ∗
cos((k − p) ∗ pi/2);
mat3d(l, c) = mat3d(l, c)− (2/((k+ p) ∗ pi)) ∗ sin((k+ p) ∗
pi/(2 ∗ L)) ∗ cos((k + p) ∗ pi/2);
mat3d(l, c) = mat3d(l, c) ∗ (4 ∗m ∗ j ∗ (n2) ∗ (1+ ((−1)(m+
j))) ∗ (2 ∗ alpha+ (alpha2))/(((j −m)2) ∗ ((m+ j)2)));
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞ ❢♦r m = 1 : M
❢♦r n = 1 : N
❢♦r k = 1 : K
l = m+ (n− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ; ❢♦r i = 1 : N
❢♦r p = 1 : K
✐❢ ((i ∼= n)&&(p ∼= k))
c = m+ (i− 1) ∗M + (p− 1) ∗M ∗N ;
✾✽ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
mat3d(l, c) = (2/((k − p) ∗ pi)) ∗ sin((k − p) ∗ pi/(2 ∗ L)) ∗
cos((k − p) ∗ pi/2);
mat3d(l, c) = mat3d(l, c) − (2/((k + p) ∗ pi)) ∗ sin((k + p) ∗
pi/(2 ∗ L)) ∗ cos((k + p) ∗ pi/2);
mat3d(l, c) = mat3d(l, c) ∗ (4 ∗ n ∗ i ∗ (m2) ∗ (2 ∗ alpha +
(alpha2)) ∗ (1 + ((−1)(n+ i)))/(((i− n)2) ∗ ((i+ n)2)));
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❢♦r m = 1 : M
❢♦r n = 1 : N
❢♦r k = 1 : K
l = m+ (n− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
❢♦r j = 1 : M
❢♦r i = 1 : N
❢♦r p = 1 : K
✐❢ ((k ∼= p)&&(n ∼= i)&&(m ∼= j))
c = j + (i− 1) ∗M + (p− 1) ∗M ∗N ;
A = (4∗n∗i∗m∗j ∗(2∗alpha+(alpha2))∗(1+((−1)(n+
i))) ∗ (1 + ((−1)(m+ j)))/(((n2)− (i2)) ∗ ((m2)− (j2)) ∗ pi));
A = A ∗ ((1/(k− p)) ∗ sin((k− p) ∗ pi/(2 ∗L)) ∗ cos((k−
p) ∗ pi/2)− (1/(k + p)) ∗ sin((k + p) ∗ pi/(2 ∗ L)) ∗ cos((k + p) ∗ pi/2));
B = (8∗n∗i∗m∗j∗(−1+((−1)(n+i)))∗(−1+((−1)(m+
j)))/(((n− i)2) ∗ ((n+ i)2) ∗ ((m2)− (j2)) ∗ (pi2)));
B = B − ((8 ∗ n ∗ i ∗m ∗ j ∗ (−1 + ((−1)(n+ i))) ∗ (−1 +
((−1)(m+ j))))/(((m− j)2) ∗ ((m+ j)2) ∗ ((n2)− (i2)) ∗ (pi2)));
❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✾✾
mat3d(l, c) = 2 ∗ k ∗ p ∗ (−1 + ((−1)(k + p)))/(L ∗ (p −
k) ∗ (p+ k));
mat3d(l, c) = mat3d(l, c)+(alpha∗(k+p)/(L∗(k−p)))∗
sin((k − p) ∗ pi/2) ∗ sin((k − p) ∗ pi/(2 ∗ L));
mat3d(l, c) = mat3d(l, c)−(alpha∗(k−p)/(L∗(k+p)))∗
sin((k + p) ∗ pi/2) ∗ sin((k + p) ∗ pi/(2 ∗ L));
mat3d(l, c) = (mat3d(l, c) ∗B) + A;
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
ns = 0;
❢♦r l = 1 : M ∗N ∗K
❢♦rc = 1 : M ∗N ∗K
✐❢ (mat3d(l, c) ∼= mat3d(c, l))
ns = ns+ 1;
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
♥s
❙♣❡❝tr❡❂❡✐❣✭♠❛t✸❞✮ ❀
❧❛♠❜❞❛❙❂❙♣❡❝tr❡✭✶✮ ❀
❧❛♠❜❞❛❙
❡♥❞
✶✵✵ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
✶✶✳✸ ❈❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✓ ❝❤❛♣❡❛✉ ✔
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✾✳✷✵✮
=================================
❝❧♦s❡ ❛❧❧ ❀
❝❧❡❛r ❛❧❧ ❀
N = 15
M = N ;
K = N ;
a = 1;
L = 100;
pi = 3.14159265;
alphalist = [0,−3.75,−4, 0.1, 2.25, 2.5, 2.75, 3, 3.25, 3.5, 3.75, 4];
❛❧♣❤❛❛❂❧❡♥❣t❤✭❛❧♣❤❛❧✐st✮ ❀
❢♦r ii = 1 : alphaa ❛❧♣❤❛❂❛❧♣❤❛❧✐st✭✐✐✮
mat3d = zeros(M ∗N ∗K);
Id3 = zeros(M ∗N ∗K);
❢♦r m = 1 : M
❢♦r n = 1 : N
❢♦r k = 1 : K
l = m+ (n− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
mat3d(l, l) = ((k ∗ pi/(2 ∗ L))2) + (n ∗ pi/a)2 + (m ∗ pi/a)2;
mat3d(l, l) = mat3d(l, l)+(((n∗pi)2)/12+((m∗pi)2)/12−(m2)/(2∗
n2) − n2/(2 ∗m2) − 0.5) ∗ (1 + (alpha/(3 ∗ L)) ∗ (3 + alpha) − (2 ∗ alpha ∗
L ∗ ((−1)k)/((k ∗ pi)2)) ∗ (1 + alpha− cos(k ∗ pi/L)− (alpha ∗ L/(k ∗ pi)) ∗
sin(k ∗ pi/L)));
Id3(l, l) = 1;
❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✶✵✶
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❢♦r m = 1 : M
❢♦r n = 1 : N
❢♦r k = 1 : K
l = m+ (n− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
❢♦r j = 1 : M
❢♦r i = 1 : N
✐❢ ((m ∼= j)&&(i ∼= n))
c = j + (i− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
mat3d(l, c) = (2 ∗ n ∗ i ∗m ∗ j ∗ (1 + ((−1)(n + i))) ∗ (1 +
((−1)(m+ j)))/(((n2)− (i2)) ∗ ((m2)− (j2))));
mat3d(l, c) = mat3d(l, c)∗(1+(alpha/(3∗L))∗(3+alpha)−
(2 ∗ alpha ∗ L ∗ ((−1)k)/((k ∗ pi)2)) ∗ (1 + alpha − cos(k ∗ pi/L) − (alpha ∗
L/(k ∗ pi)) ∗ sin(k ∗ pi/L)));
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❢♦r m = 1 : M
❢♦r n = 1 : N
❢♦r k = 1 : K
l = m+ (n− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
❢♦r j = 1 : M
✐❢ (m ∼= j)
c = j + (n− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
✶✵✷ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
mat3d(l, c) = (4∗m∗ j ∗ (n2)∗ (1+(−1)(m+ j))/(((j−m)2)∗
((m+ j)2)))∗ (1+(alpha/(3∗L))∗ (3+alpha)− (2∗alpha∗L∗ ((−1)k)/((k ∗
pi)2)) ∗ (1 + alpha− cos(k ∗ pi/L)− (alpha ∗ L/(k ∗ pi)) ∗ sin(k ∗ pi/L)));
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❢♦r m = 1 : M
❢♦r n = 1 : N
❢♦r k = 1 : K
l = m+ (n− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
❢♦r i = 1 : N
✐❢ (n ∼= i)
c = m+ (i− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
mat3d(l, c) = (4∗n∗ i∗ (m2)∗ (1+(−1)(n+ i))/(((i−n)2)∗
((i+n)2))) ∗ (1+ (alpha/(3 ∗L)) ∗ (3+ alpha)− (2 ∗ alpha ∗L ∗ ((−1)k)/((k ∗
pi)2)) ∗ (1 + alpha− cos(k ∗ pi/L)− (alpha ∗ L/(k ∗ pi)) ∗ sin(k ∗ pi/L)));
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❢♦r m = 1 : M
❢♦r n = 1 : N
❢♦r k = 1 : K
l = m+ (n− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
❢♦r p = 1 : K
✐❢ (k ∼= p)
❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✶✵✸
c = m+ (n− 1) ∗M + (p− 1) ∗M ∗N ;
mat3d(l, c) = (8 ∗ alpha ∗L/(((k− p) ∗ pi)2)) ∗ cos((k− p) ∗
pi/2) ∗ (alpha− (2 ∗ L ∗ alpha/((k − p) ∗ pi)) ∗ sin((k − p) ∗ pi/(2 ∗L)) + 2 ∗
sin((k − p) ∗ pi/(4 ∗ L))2);
mat3d(l, c) = mat3d(l, c)− (8∗alpha∗L/(((k+ p)∗ pi)2)) ∗
cos((k+p)∗pi/2)∗ (alpha− (2∗L∗alpha/((k+p)∗pi))∗sin((k+p)∗pi/(2∗
L)) + 2 ∗ sin((k + p) ∗ pi/(4 ∗ L))2);
mat3d(l, c) = mat3d(l, c)∗ (((n∗pi)2)/12+((m∗pi)2)/12−
(m2)/(2 ∗ (n2))− (n2)/(2 ∗ (m2))− 0.5);
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❢♦r m = 1 : M
❢♦r n = 1 : N
❢♦r k = 1 : K
l = m+ (n− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
❢♦r j = 1 : M
❢♦r p = 1 : K
✐❢ ((k ∼= p)&&(j ∼= m))
c = j + (n− 1) ∗M + (p− 1) ∗M ∗N ;
mat3d(l, c) = (8 ∗ alpha ∗L/(((k− p) ∗ pi)2)) ∗ cos((k− p) ∗
pi/2) ∗ (alpha− (2 ∗ L ∗ alpha/((k − p) ∗ pi)) ∗ sin((k − p) ∗ pi/(2 ∗L)) + 2 ∗
sin((k − p) ∗ pi/(4 ∗ L))2);
mat3d(l, c) = mat3d(l, c)− (8∗alpha∗L/(((k+ p) ∗ pi)2)) ∗
cos((k+p)∗pi/2)∗ (alpha− (2∗L∗alpha/((k+p)∗pi))∗sin((k+p)∗pi/(2∗
L)) + 2 ∗ sin((k + p) ∗ pi/(4 ∗ L))2);mat3d(l, c) = mat3d(l, c) ∗ (4 ∗m ∗ j ∗
(n2) ∗ (1 + ((−1)(m+ j)))/(((j −m)2) ∗ ((m+ j)2)));
✶✵✹ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞ ❡♥❞ ❡♥❞
❢♦r m = 1 : M
❢♦r n = 1 : N
❢♦r k = 1 : K
l = m+ (n− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
❢♦r i = 1 : N
❢♦r p = 1 : K
✐❢ ((i ∼= n)&&(p ∼= k))
c = m+ (i− 1) ∗M + (p− 1) ∗M ∗N ;
mat3d(l, c) = (8 ∗ alpha ∗L/(((k− p) ∗ pi)2)) ∗ cos((k− p) ∗
pi/2) ∗ (alpha− (2 ∗ L ∗ alpha/((k − p) ∗ pi)) ∗ sin((k − p) ∗ pi/(2 ∗ L)) + 2 ∗
sin((k − p) ∗ pi/(4 ∗ L))2);
mat3d(l, c) = mat3d(l, c)− (8∗alpha∗L/(((k+ p) ∗ pi)2)) ∗
cos((k+p)∗pi/2)∗ (alpha− (2∗L∗alpha/((k+p)∗pi))∗sin((k+p)∗pi/(2∗
L)) + 2 ∗ sin((k + p) ∗ pi/(4 ∗ L))2);
mat3d(l, c) = mat3d(l, c) ∗ (4 ∗ n ∗ i ∗ (m2) ∗ (1 + ((−1)(n+
i)))/(((i− n)2) ∗ ((i+ n)2)));
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❢♦r m = 1 : M
❢♦r n = 1 : N
❢♦r k = 1 : K
❆♣♣❡♥❞✐❝❡ ✶✵✺
l = m+ (n− 1) ∗M + (k − 1) ∗M ∗N ;
forj = 1 : M
❢♦r i = 1 : N
❢♦r p = 1 : K
✐❢((k ∼= p)&&(n ∼= i)&&(m ∼= j))
c = j + (i− 1) ∗M + (p− 1) ∗M ∗N ;
A = (8 ∗ alpha ∗ L/(((k − p) ∗ pi)2)) ∗ cos((k − p) ∗ pi/2) ∗
(alpha− (2 ∗L ∗ alpha/((k− p) ∗ pi)) ∗ sin((k− p) ∗ pi/(2 ∗L))+ 2 ∗ sin((k−
p) ∗ pi/(4 ∗ L))2);
A = A− (8∗alpha∗L/(((k+p)∗pi)2))∗cos((k+p)∗pi/2)∗
(alpha− (2 ∗L ∗ alpha/((k+ p) ∗ pi)) ∗ sin((k+ p) ∗ pi/(2 ∗L))+ 2 ∗ sin((k+
p) ∗ pi/(4 ∗ L))2);
A = A∗ (2∗n∗ i∗m∗ j ∗ (1+((−1)(n+ i)))∗ (1+((−1)(m+
j)))/(((n2)− (i2)) ∗ ((m2)− (j2))));
B = (8∗n∗ i∗m∗j ∗ (−1+((−1)(n+ i)))∗ (−1+((−1)(m+
j)))/(((n− i)2) ∗ ((n+ i)2) ∗ ((m2)− (j2)) ∗ (pi2)));
B = B − ((8 ∗ n ∗ i ∗m ∗ j ∗ (−1 + ((−1)(n + i))) ∗ (−1 +
((−1)(m+ j))))/(((m− j)2) ∗ ((m+ j)2) ∗ ((n2)− (i2)) ∗ (pi2)));
mat3d(l, c) = 2 ∗ k ∗ p ∗ (−1 + ((−1)(k + p)))/(L ∗ (p− k) ∗
(p+ k));
mat3d(l, c) = mat3d(l, c) + 4 ∗ (alpha ∗ (p − k)/(pi ∗ ((k +
p)2))) ∗ sin((k + p) ∗ pi/2) ∗ sin((k + p) ∗ pi/(4 ∗ L))2;
mat3d(l, c) = mat3d(l, c) + 4 ∗ (alpha ∗ (p + k)/(pi ∗ ((k −
p)2)))∗sin((k−p)∗pi/2)∗sin((k−p)∗pi/(4∗L))2;mat3d(l, c) = (mat3d(l, c)∗
B) + A;
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
✶✵✻ ❚♦rs✐♦♥ ré♣✉❧s✐✈❡
❡♥❞
❡♥❞
❡♥❞
♥s❂✵ ❀
❢♦r l = 1 : M ∗N ∗K
❢♦r c = 1 : M ∗N ∗K
✐❢ (mat3d(l, c) ∼= mat3d(c, l))
ns = ns+ 1;
❡♥❞
❡♥❞ ❡♥❞
♥s
Spectre = eig(mat3d);
lambdaS = Spectre(1)
❡♥❞
❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡
❊✛❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
✶✵✼
✶✵✽
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ét❛✐t ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛✲
t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré
q✉❡ ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ét✉❞✐é ❞❛♥s ✉♥ t✉❜❡ ❞é❢♦r♠é ♣❛r ✉♥❡ t♦rs✐♦♥
❝♦♥st❛♥t❡ ♠❛✐s ♣❡rt✉r❜é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡ ❛❞♠❡t ✉♥ s♣❡❝tr❡
❞✐s❝r❡t ✈✐❞❡✳ ❈❡❝✐ à été ❞é♠♦♥tré ❡♥ ét❛❜❧✐ss❛♥t✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♠♣♦sé❡s s✉r ❧❛ t♦rs✐♦♥✱ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞②✳
❉❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❡ ♣❛rt✐❡✱ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡s ❣✉✐❞❡s
❞✬♦♥❞❡ s❡r❛ ✐♥s♣❡❝té❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①
❜♦r❞s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ t✉❜❡✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s♣❡❝tr❛❧❡s ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ s✐✲
♠✉❧t❛♥é❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✭❧❛ t♦rs✐♦♥✮ ❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ✭❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✮ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡
❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ t✉❜❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s tr♦✐s q✉❡st✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿
✭✶✮ ❆✲t✲♦♥ ✉♥❡ st❛❜✐❧✐té ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ♠❛❧❣ré ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❄
✭✷✮ ❙♦✉s q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡✉t✲♦♥ ❝ré❡r ❞❡s ét❛ts ❧✐és s♦✉s ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✉
s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❄
✭✸✮ ◗✉❡❧❧❡s ❝r✐tèr❡s ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ s♣❡❝tr❡
❞✐s❝r❡t ✈✐❞❡ ❄
❙❡❧♦♥ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ s❡r♦♥t
tr❛✐tés✳
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❡t ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s♦♥t tr❛✐tés ❞❛♥s ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ré❛❧✐sé ♣❛r ❇r✐❡t ❡t ❍❛♠♠❡❞✐ ❬✽❪
✐♥t✐t✉❧é ✓❚✇✐st❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ ❛ ◆❡✉♠❛♥♥ ✇✐♥❞♦✇ ✔ q✉✐ ✈❛ êtr❡ ♣r♦❝❤❛✐♥❡✲
♠❡♥t ♣✉❜❧✐é ❞❛♥s ✓ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❖♣❡r❛t♦r ❚❤❡♦r② ❋♦r ◗✉❛♥t✉♠
P❤②s✐❝s ✔✳
❆✈❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭❣é♦✲
♠étr✐q✉❡ ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s✮✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♥♦tr❡
✶✵✾
ét✉❞❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧✐q✉é✱ ♦ù ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥
s❛♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✿
❈❤❛♣✐tr❡ ✶✷
▲❡ t✉❜❡ ❞r♦✐t
❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r −∆DΩ0 ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥s✐❞éré s✉r ❧❡
t✉❜❡ ❞r♦✐t Ω0 = ω ×R✱ ♦ù ω ❡st ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ R2 ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡
ré❣✉❧✐èr❡ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡st ♥♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✳ ❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r
❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞é❝r✐t ♣❛r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿
−∆R × Idω ⊕ IdR × (−∆Dω ); ✭✶✷✳✶✮
❛✈❡❝ IdR ❡t Idω s♦♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✐❞❡♥t✐té ❞❛♥s L2(R) ❡t ❧✬♦♣é✲
r❛t❡✉r ✐❞❡♥t✐té ❞❛♥s L2(ω)✳
∆R ❡t ∆Dω r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ✉s✉❡❧ ❡t ▲❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥
❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞é✜♥✐ ❞❛♥s L2(ω)✳
❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆Dω ❛❞♠❡t ✉♥ s♣❡❝tr❡ ♣✉r❡♠❡♥t ❞✐s❝r❡t✳ ◆♦t♦♥s
♣❛r E1 < E2 < ... s❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❡t ♣❛r χ1, χ2, ... ❧❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s
❛ss♦❝✐é❡s✳ ❙✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭✶✷✳✶✮ ♦♥ ❛
σ(−∆DΩ0) = σess(−∆DΩ0) = [E1,+∞) ✭✶✷✳✷✮
❈❡ ♠♦❞è❧❡✱ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é✱ ♥♦✉s ❛ ✐♥s♣✐ré à s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿
✶✶✵
▲❡ t✉❜❡ ❞r♦✐t ✶✶✶
◗✉❡ s❡✲♣❛ss❡✲t✲✐❧ s✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛ç❛✐t✱ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡
Ω0 ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❄
P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❡①❛♠✐♥❡r ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡
❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r D ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r N✱ ♦ù N ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
♦✉✈❡rt❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ∂Ω0✱ D = ∂Ω0 \ N ❡t ∂Ω0 ❡st ❞❡ ❝❧❛ss❡ C2✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r q✉✬♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r ✿
HN0 := −∆ ✭✶✷✳✸✮
D(HN0 ) := {ψ ∈ H1(Ω0), | ∆ψ ∈ L2(Ω0), ψ⌈D= 0 et
∂ψ
∂n
⌈N= 0}
❡t ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
qN0 (ψ) =‖ ∇ψ ‖2, D(qN0 ) = {ψ ∈ H1(Ω0), ψ⌈D= 0}. ✭✶✷✳✹✮
❙✐ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r l ❛❧♦rs ♦♥ ❧❛
♥♦t❡ ♣❛r Aa(l) ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❜♦r❞s ♠✐①t❡s
❡t s❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ s❡r♦♥t ♥♦tés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r H l0 ❡t q
l
0 ✳
◆♦tr❡ ét✉❞❡ ❡st ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✿
(1) ◗✉❡❧ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ♣❡✉t s✉❜✐r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ à ❝❛✉s❡
❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❄
(2) ❊①✐st❡♥t✲✐❧s ❞❡s ét❛ts ❧✐és ❛✉✲❞❡ss♦✉s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❄
❖♥ ❡♥t❛♠❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✶✷✳✶ ❙t❛❜✐❧✐té ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✶✷✳✶✳✶✳ ❙✐ N ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ∂Ω0 ❛❧♦rs
σess(H
N
0 ) = [E1,+∞) ✭✶✷✳✺✮
✶✶✷ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
✶✷✳✶✳✶ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✷✳✶✳✶ ✿
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❬✽✱ ✸✺❪ ❡t ❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡✉①
✐♥é❣❛❧✐tés✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉✐ s❡r❛ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡
s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✶✷✳✶✳✷✳ ❙✐ N ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ∂Ω0 ❛❧♦rs
inf(σess(H
N
0 )) ≥ E1. ✭✶✷✳✻✮
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡✳✶✷✳✶✳✷ ✿
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ ❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✿
s♦✐t Ia(l) := (a, a+ l) ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡rt✱ ❜♦r♥é ❞❡ R✱ ♦ù a ∈ R ❡t l > 0
❡t ♥♦t♦♥s ♣❛r Aa(l) := Ia(l)× ∂ω ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r l t❡❧ q✉❡ N ⊂ Aa(l)✳
ωl := ω × {a} ❡t ωr := ω × {a + l} s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❛❧❡s
q✉✐ ❞é❧✐♠✐t❡♥t ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ Aa(l)✳
H int0 ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞é✜♥✐ s✉r L
2(ω×Ia(l)) ❡t ❛②❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r N✱ ωl ❡t ωr✱ ❛❧♦rs q✉❡ s✉r Aa(l)\N ♦♥ ✐♠♣♦s❡
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✳ ❙❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ✿
qint0 (ψ) :=
∫
Ia(l)×ω
| ∇ψ(x) |2 dx, ✭✶✷✳✼✮
ψ ∈ D(qint0 ) := {ψ⌈Ia(l)×ω, | ψ ∈ D(qN0 )}
Hext0 ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❞é✜♥✐ s✉r L
2((R \ Ia(l)) × ω) ❡t ❛②❛♥t ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ωl ❡t ωr✱ ❛❧♦rs q✉❡ s✉r ∂Ω0 \Aa(l) ♦♥
✐♠♣♦s❡ ❞❡s ❝♦♥t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✳ ❙❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ✿
qext0 (ψ) :=
∫
(R\Ia(l))×ω
| ∇ψ(x) |2 dx, ✭✶✷✳✽✮
ψ ∈ D(qext0 ) := {ψ⌈(R\Ia(l))×ω, | ψ ∈ D(qN0 )}
❖♥ s❛✐t q✉❡
Hext0 ⊕H int0 ≤ HN0 ≤ −∆DΩ0 . ✭✶✷✳✾✮
▲❡ t✉❜❡ ❞r♦✐t ✶✶✸
H int0 ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r à rés♦❧✈❛♥t❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬✐♥✜♠✉♠ ❞✉
s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ HN0 ❡st ❡st✐♠é ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
inf(σess(H
ext
0 )) ≤ inf σess(HN0 ) ✭✶✷✳✶✵✮
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ Hext0 ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r
ψ ∈ D(qN0 ) ✿
qext0 (ψ) :=
∫
(R\Ia(l))×ω
| ∇ψ |2 dx ≥
∫
(R\Ia(l))×ω
| ∇′ψ |2 dx
≥ E1
∫
(R\Ia(l))×ω
| ψ |2 dx ✭✶✷✳✶✶✮
❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ inf(σess(Hext0 )) ≥ E1✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡
✭✶✷✳✶✵✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✈♦✉❧✉❡ 
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ✐❧ ♥❡ ♠❛♥q✉❡ q✉❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❖♥ ❧❛
♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✶✷✳✶✳✸✳ ❙✐ N ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ∂Ω0 ❛❧♦rs
inf σess(H
N
0 ) ≤ E1. ✭✶✷✳✶✷✮
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳✶✷✳✶✳✸ ✿
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t E ❞❛♥s [E1,+∞)
❛♣♣❛rt✐❡♥t à σess(HN0 ) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❲❡②❧✳
❙♦✐t k ∈ R✱ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ [E1,+∞) s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ E := E1 + k2✳
❙♦✐t ϕ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s C∞0 (R) t❡❧❧❡ q✉❡ ϕn(s) := ϕ(
s
n
− n)✱ ∀n ∈ N∗✳
∀n ∈ N∗ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψn(s, t) := ϕn(s)χ1(t)eiks ∈ D(qN0 )✳
❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦rs q˜N0 := q
N
0 (φn)− (E1+k2) ‖ φn ‖2✱ ♦ù φn := ψn‖ψn‖ ✱ ∀n ∈ N∗
✶✶✹ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
q˜N0 = ‖ ∇φn ‖2 −(E1 + k2) ‖ φn ‖2
=
1
‖ ψn ‖2
(
‖ ∇ψn ‖2 −k2 ‖ ψn ‖2 −E1 ‖ ψn ‖2
)
=
1
n ‖ ϕ ‖2
L2(R)
(
‖ χ1(ϕ˙n + ikeiksϕn)eiks ‖2 −k2 ‖ ϕnχ1 ‖2
)
=
‖ ϕ˙ ‖2L2(R)
n2 ‖ ϕ ‖2 . ✭✶✷✳✶✸✮
❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✷✳✶✸✮ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ q˜N0 t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ q✉❛♥❞ n t❡♥❞ ✈❡rs
❧✬✐♥✜♥✐✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ (φn)n∈N∗ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❲❡②❧✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
∀k ∈ R✱ k2 + E1 ∈ σess(HN0 )✳ ❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ E1 ≥ inf σess(HN0 ) 
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳✶✷✳✶✳✶ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✐r❡❝t ❞❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ✶✷✳✶✳✷
❡t ✶✷✳✶✳✸ 
❆♣rès ❛✈♦✐r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ♠❛❧❣ré ❧❛ ♣rés❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❡st ✿ ❊①✐st❡♥t✲✐❧s ❞❡s ét❛ts ❧✐és s♦✉s ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❄
✶✷✳✷ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t
❖♥ s✉♣♣♦s❡✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ q✉❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛❞♠❡t ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ Aa(l) = (a, a+ l)× ∂ω✱ a ∈ R ❡t l > 0✳
▲❡ rés✉❧t❛t q✉✬♦♥ ❞és✐r❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✶✷✳✷✳✶✳ ❙✐ N = Aa(l)✱ a ∈ R ❡t l > 0 ❛❧♦rs
inf(σ(H l0)) < E1 ✭✶✷✳✶✹✮
❈❡ t❤é♦rè♠❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧s ❡①✐st❡♥t ❞❡s ét❛ts ❧✐és ❛✉ ❞❡ss♦✉s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✉
s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞és ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
▲❡ t✉❜❡ ❞r♦✐t ✶✶✺
✶✷✳✷✳✶ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✷✳✷✳✶
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐❞é❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡
à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st φδ ❞❛♥s D(ql0) t❡❧❧❡ q✉❡
Q(φδ) := q
l
0(φδ)− E1 ‖ φδ ‖2< 0.
P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥✱ ❞✬❛❜♦r❞ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
J ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ C∞0 (Ia(l)) ✭✐✳❡✳ Supp(J) ⊆ Ia(l)✮✳
❙♦✐t b > max{| a |, | a+ l |} ✭é✈✐❞❡♠❡♥t ♦♥ ❛ Ia(l) ⊂ [−b, b]✮ ❡t ♣♦✉r δ > 0
♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕδ,b ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ϕδ,b(s) =

1, s✉r [−b, b]✱ ✭ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r Supp(J)) ❀
eδ
2(s+b), s✉r ]−∞,−b] ❀
e−δ
2(s−b), s✐♥♦♥✳
✭✶✷✳✶✺✮
❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φδ,b(s, t) := χ1(t)ϕδ,b(s) + δJ2(s)✱ ♦ù δ > 0
❆✈❡❝ ❝❡s ❝❤♦✐①✱ ❝❛❧❝✉❧♦♥s Q(φδ,b)
Q(φδ,b) = ‖ ∇′φδ,b ‖2 + ‖ ∂sφδ,b ‖2 −E1 ‖ φδ,b ‖2
= ‖ ϕδ,b∇′χ1 ‖2 −E1 ‖ ϕδ,bχ1 ‖2 + ‖ ϕ˙δ,bχ1 + 2δJJ˙ ‖2
−δ2E1 ‖ J2 ‖2 −2δE1(ϕδ,bχ1, J2) ✭✶✷✳✶✻✮
❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✷✳✶✻✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
‖ ϕ˙δ,bχ1 + 2δJJ˙ ‖2=‖ ϕ˙δ,bχ1 ‖2 +4δ2 ‖ JJ˙ ‖2 +4δ(ϕ˙δ,bχ1, JJ˙) ✭✶✷✳✶✼✮
P❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t✱ ♦♥ ❛ ✿
‖ ϕ˙δ,b ‖2 = δ4(
∫ −b
−∞
e2δ
2(s+b)ds+
∫ +∞
b
e−2δ
2(s−b)ds)
=
δ2
2
+
δ2
2
= δ2 ✭✶✷✳✶✽✮
❡t ❝♦♠♠❡ ϕ˙δ,b = 0 s✉r Supp(J)✱ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✭✶✷✳✶✻✮ s❡ ré❞✉✐t à
‖ χ1ϕ˙δ,b + 2δJJ˙ ‖2= δ2(1+ ‖ JJ˙ ‖2) ✭✶✷✳✶✾✮
✶✶✻ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
‖ ϕδ,b∇′χ1 ‖2 −E1 ‖ ϕδ,bχ1 ‖2= 0 ✭✶✷✳✷✵✮
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
Q(φδ,b) = δ
2(1 + 4 ‖ JJ˙ ‖2 −E1 ‖ J2 ‖2)− 2δE1 ‖ χ1 ‖L1(ω)‖ J ‖2L2(R)
≤ δ2(1 + 4 ‖ JJ˙ ‖2)− 2δE1 ‖ χ1 ‖L1(ω)‖ J ‖2L2(R) ✭✶✷✳✷✶✮
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t δ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t Q(φδ,b) < 0 
❘❡♠❛rq✉❡ ✶✷✳✷✳✶✳ ▲❡ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✷✳✷✳✶ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r
t♦✉t❡s ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ♠❛✐s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t
✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ Aa(l)✱ a ∈ R ❡t ❞❡ ❧❛r❣❡✉r l > 0
q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
■❧ ❡st t❡♠♣s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❞❡s ❝❛s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉és ♦ù ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡
❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞✉ t✉❜❡
t♦rs❛❞é✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t
❙♦✐t ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ R2✱ ❜♦r♥é✱ ❝♦♥♥❡①❡✱ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❡t ♦♥ s✉♣✲
♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡st ♥♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❙♦✐t θ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ C1(R) ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r θ˙ s❛ ❞ér✐✈é❡ ♣r❡♠✐èr❡✳ ▲❡ t✉❜❡ t♦r✲
s❛❞é ❡st Ωθ = Lθ(Ω0)✱ ♦ù Lθ ❡st ❧❡ ❞✐✛é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✭✷✳✶✼✮✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡ ♣ré❝✐s❡r✱ ❛✉ ❞é❜✉t✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ t♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt
❝♦♠♣❛❝t
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✳✵✳✶✳ ❙✐ θ˙ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t
❛❧♦rs✱ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✭✓ t✇✐st ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣✲
♣♦rt ✔ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ✳
❈❡ t②♣❡ ❞❡ t♦rs✐♦♥ ❡st ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬✷✹❪ ❡t ❬✸✺❪✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ θ˙ ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❡t ❞❡ ❞ér✐✈é❡ θ¨ ❜♦r♥é❡✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡
❬✷✹❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ σ(−∆DΩθ) = σess(−∆DΩθ) = [E1,+∞)✱ ♦ù E1 ❡st ❧❛ ♣❡t✐t❡
✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞✉ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t −∆Dω ❞é✜♥✐ ❞❛♥s L2(ω)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ♣❛r❡✐❧✱ ✐❧s ♦♥t ét❛❜❧✐ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞②
❧♦❝❛❧❡ ✭❝❢✳❬✷✹✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✹ ❪✮ ❡t ❣❧♦❜❛❧❡ ✭❝❢✳ ❬✷✹✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✸❪✮✳
✶✶✼
✶✶✽ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❉❛♥s ❬✷✹❪ ❡t ❬✸✺❪ ✐❧ ❡st ❞é♠♦♥tré q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♠♣♦sé❡s s✉r ❧❛ t♦rs✐♦♥ θ˙✱ ❞✬✉♥❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s♣❡❝tr❡ s✐ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❡rt✉r❜é❡
❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ❡st ❧♦❝❛❧❡✳ ❈❡s ❞❡✉① tr❛✈❛✉① ♥♦✉s ♦♥t ♠♦t✐✈é à ét✉❞✐❡r ✉♥
♠♦❞è❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♠❛✐s ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✱ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉
t✉❜❡ t♦rs❛❞é ♣❛r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡
s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆NΩθ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s L2(Ωθ) ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
◆❡✉♠❛♥♥ s✉r Lθ(N) ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r Lθ(D)✱ ♦ù N ❡st ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ∂Ω0 ❡t D = ∂Ω0 \N✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✭❙❡❝t✐♦♥✳✺✳✶✮ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡✈✐❡♥t à ét✉❞✐❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✿
HNθ = −∆ω − (θ˙∂τ + ∂s)2. ✭✶✸✳✶✮
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ HNθ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
qNθ (ψ) = ‖ ∇′ψ ‖2 + ‖ ∂sψ + θ˙∂τψ ‖2, ψ ∈ D(qNθ )
D(qNθ ) = {ψ ∈ H1(Ω0), ψ⌈D= 0}. ✭✶✸✳✷✮
❙✐ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✭✐✳❡✳ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡Aa(l) = (a, a+l)×∂ω✱
a ∈ R✱ l > 0✮✱ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❡t s❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s❡r♦♥t ♥♦tés
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t H lθ ❡t q
l
θ✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥ ✈❛ ❡①❛♠✐♥❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♣ré✲
s❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞✉ ❜♦r❞ ❞✉ t✉❜❡
t♦rs❛❞é s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r HNθ ✳
✶✸✳✶ ❙t❛❜✐❧✐té ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧
▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ st❛❜✐❧✐té q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r ❡st ♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✭❝❢✳❬✽❪✮ ✿
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✶✶✾
❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳✶✳✶✳ ❙♦✐t ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é✱ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ R2 ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡
ré❣✉❧✐èr❡ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✳ ❙✐ N ❡st
✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ ∂Ω0 ❛❧♦rs ♦♥ ❛
σess(H
N
θ ) = [E1,+∞), ✭✶✸✳✸✮
♦ù E1 ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ −∆Dω ✳
✶✸✳✶✳✶ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✶✳✶ ✿
➱t❛♥t ❧♦♥❣✉❡✱ ♦♥ ✈❛ ❞✐✈✐s❡r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡♥ ❞❡✉①
ét❛♣❡s✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✿
❛✳Pr❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✿
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✶✸✳✶✳✷✳ ❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s é♥♦♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦✲
rè♠❡✳✶✸✳✶✳✶ ♦♥ ❛ σess(H
N
θ ) ⊂ [E1,+∞)
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡✳✶✸✳✶✳✷
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✿
❙♦✐t Aa(l) = (a, a + l) × ∂ω✱ ♦ù a ∈ R ❡t l > 0 s♦♥t ❝❤♦✐s✐s t❡❧s q✉❡
N ⊆ Aa(l) ❡t Supp(θ˙) ⊂ Ia(l)✳
HDθ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✸✳✶✮ ❡t ❞é✜♥✐ s✉r L
2(Ω0)
♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣❛rt♦✉t s✉r ∂Ω0✳
ωl ❡t ωr s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① s❡❝t✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❡s q✉✐ ❞é❧✐♠✐t❡♥t ❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡
❧✬❛♥♥❡❛✉ Aa(l)✳
H intθ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✸✳✶✮ ❞é✜♥✐ s✉r L
2(ω ×
Ia(l)) ❡t ❛❞♠❡tt❛♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉rN✱ ωl ❡t ωr ♠❛✐s
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r Aa(l) \ N✳ ❙❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
✶✷✵ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❛ss♦❝✐é❡ ❡st ✿
qintθ (ψ) =
∫
Ia(l)×ω
| ∇′ψ(s, t) |2 + | ∂sψ + θ˙∂τψ |2 dsdt, ψ ∈ D(qintθ ),
D(qintθ ) = {ψ⌈Ia(l)×ω, | ψ ∈ D(qNθ )}. ✭✶✸✳✹✮
Hextθ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✸✳✶✮✱ ❞é✜♥✐ s✉r L
2(ω × (R \
Ia(l))) ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r ωl ❡t ωr ♠❛✐s ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t s✉r ∂Ω0 \ Aa(l)✳ ❙❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
❛ss♦❝✐é❡ ❡st ✿
qextθ =
∫
(R\Ia(l))×ω
| ∇′ψ |2 + | ∂sψ + θ˙∂τψ |2 dsdt, ψ ∈ D(qextθ ),
D(qextθ ) = {ψ⌈(R\Ia(l))×ω, | ψ ∈ D(qNθ )}. ✭✶✸✳✺✮
❖♥ s❛✐t q✉❡
Hextθ ⊕H intθ ≤ HNθ ≤ −∆DΩ0 . ✭✶✸✳✻✮
■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ H intθ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r à rés♦❧✈❛♥t❡ ❝♦♠♣❛❝t❡✳ ▲❡ s❡✉✐❧
❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ HNθ ❡st ❛❧♦rs ❡st✐♠é ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
inf σess(H
ext
θ ) ≤ inf σess(HNθ ) ✭✶✸✳✼✮
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ Hextθ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r
ψ ∈ D(qNθ ) ✿
qextθ (ψ) =
∫
(R\Ia(l))×ω
| ∇′ψ |2 + | ∂sψ + θ˙∂τψ |2 dsdt,
≥
∫
(R\Ia(l))×ω
| ∇′ψ |2 dsdt,
≥ E1
∫
(R\Ia(l))×ω
| ψ |2 dsdt. ✭✶✸✳✽✮
❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ inf(σess(Hextθ )) ≥ E1✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡
✭✶✸✳✼✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡✳✶✸✳✶✳✷ ✈♦✉❧✉✳ 
■❧ ♥❡ ♠❛♥q✉❡ q✉❡ ✈ér✐✜❡r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✿
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✶✷✶
❜✳ ❉❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✶✳✶ ❡st ❞❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r
❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✶✸✳✶✳✸✳ ❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✶✳✶ ♦♥ ❛
[E1,+∞) ⊂ σess(HNθ ) ✭✶✸✳✾✮
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡✳✶✸✳✶✳✸
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t E ❞❛♥s [E1,+∞)
❛♣♣❛rt✐❡♥t à σess(HNθ ) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❲❡②❧ ✳
❙♦✐t k ∈ R✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ t♦✉t E ❞❛♥s [E1,+∞) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ E :=
E1 + k
2✳
❙♦✐t (ϕn)n∈N∗ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s C∞0 (R) t❡❧❧❡s q✉❡ ϕn(s) := ϕ(
s
n
−
n) ∀ n ∈ N∗✱ ♦ù ϕ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s C∞0 (R) q✉✐ ✈ér✐✜❡ Supp(ϕ) ⊂ Ia(l)✳
❙♦✐t φn =
ψn
‖ψn‖ ♦ù ψn = ϕn(s)χ1(t)e
iks✱ ∀n ∈ N∗✱ ❡t ❝❛❧❝✉❧♦♥s
q˜Nθ (φn) := q
N
θ (φn)− (E1 + k2) ‖ φn ‖2✱ ∀k ∈ R ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
q˜Nθ (φn) = q
N
θ (φn)− (E1 + k2) ‖ φn ‖2
=
1
‖ ψn ‖2
(
‖ ∇′ψn ‖2 + ‖ (θ˙∂τ + ∂s)ψn ‖2 −(E1 + k2) ‖ ψn ‖2
)
=
1
n ‖ ϕ ‖2
(
‖ ∇′ψn ‖2 + ‖ (θ˙∂τ + ∂s)ψn ‖2 −(k2 + E1) ‖ ψn ‖2
)
=
1
n ‖ ϕ ‖2
(
‖ θ˙ϕn∂τχ1 ‖2 + ‖ ϕ˙nχ1 ‖2 +k2 ‖ χ1ϕn ‖2
)
+
1
n ‖ ϕ ‖2
(
2Re(θ˙ϕn∂τχ1, ϕ˙nχ1) + 2Re(ϕ˙nχ1, ikχ1ϕn)− k2 ‖ χ1ϕn ‖2
)
=
1
n ‖ ϕ ‖2
(
‖ θ˙ϕn∂τχ1 ‖2 + ‖ ϕ˙nχ1 ‖2
)
≤ 1
n2
(
‖ θ˙ ‖2L2(R)‖ ∂τχ1 ‖2L2(ω) +
‖ ϕ˙ ‖2
L2(R)
‖ ϕ ‖2
L2(R)
)
✭✶✸✳✶✵✮
▲✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✸✳✶✵✮ ❞♦♥♥❡ q✉❡
q˜Nθ (φn) −→
n→+∞
0✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs q✉❡ (φn)n∈N⋆ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
✶✷✷ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❞❡ ❲❡②❧ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ∀k ∈ R✱ E1 + k2 ∈ σess(HNθ )✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ [E1,+∞) ⊂ σess(HNθ ) 
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✶✳✶ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✐r❡❝t ❞❡s ❞❡✉① ✐♥❝❧✉s✐♦♥s
❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡✳✶✸✳✶✳✷ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡✳✶✸✳✶✳✸ 
❘❡♠❛rq✉❡s ✶✸✳✶✳✶✳ ✿
(1) ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❡st ❞é♠♦♥tré❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡
◆❡✉♠❛♥♥ N ❜♦r♥é❡ ❡t ❞❡ ❧❛r❣❡✉r q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
(2) ❈❡ rés✉❧t❛t ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t
q✉✬♦♥ ❛ ❞é♠♦♥tré ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞✉ t✉❜❡ ❞r♦✐t ✭θ˙ = 0✮✳
❆♣rès ❛✈♦✐r ét✉❞✐❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ♦♣ér❛t❡✉r HNθ ✐❧ ❡st t❡♠♣s
❞✬❡①❛♠✐♥❡r s♦♥ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ♣♦✉r s❛✈♦✐r s✐ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❞♦♥♥❡
♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❞❡s ét❛ts ❧✐és ❛✉✲❞❡ss♦✉s ❞✉ s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ♦✉ ♥♦♥✳
✶✸✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❧✐és
❖♥ ❛ ♠♦♥tré✱ ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✶✳✶ q✉❡ σess(H lθ) = [E1,+∞[✳ ❉❡✉①
q✉❡st✐♦♥s q✉✐ s❡ ♣♦s❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s♦♥t ✿
✭✶✮❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡♥❣❡♥❞r❡✲t✲❡❧❧❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛ts ❧✐és s♦✉s E1 ❄
✭✷✮ ❊①✐st❡✲t✲✐❧ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡t
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❧✐és ❄
▲❛ ré♣♦♥s❡ à ❝❡s ❞❡✉① q✉❡st✐♦♥s ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ❢❡♥êtr❡s
❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ❞♦♥♥❡r♦♥t ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ✉♥ s♣❡❝tr❡
❞✐s❝r❡t ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st tr❛✐té ❞❛♥s ✉♥ tr❛✈❛✐❧ ré❛❧✐sé ♣❛r ❇r✐❡t
❡t ❍❛♠♠❡❞✐ ✐♥t✐t✉❧é ✓ ❚✇✐t❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✇✐t❤ ❛ ◆❡✉♠❛♥♥ ✇✐♥❞♦✇ ✔ ❬✽❪
ré❛❧✐sé ♣❛r ❇r✐❡t ❡t ❍❛♠♠❡❞✐ ❡t s❡r❛ ♣✉❜❧✐é ♣r♦❝❤❛✐♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ✓ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧
❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❖♣❡r❛t♦r ❚❤❡♦r② ❢♦r ◗✉❛♥t✉♠ P❤②s✐❝s ✔✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ✐♠♣♦rt❛♥t
❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✶✷✸
❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳✷✳✶✳ ❙♦✐t a ∈ R ❡t l > 0 ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ N ⊇ Aa(l)✳ ■❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♥♦té❡ lmin(ω, d) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡
∀l > lmin on a σd(HNθ ) 6= ∅. ✭✶✸✳✶✶✮
✶✸✳✷✳✶ Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✷✳✶
■❧ ❡st ❝❧❛✐r❡ q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ N ⊇ Aa(l)✱ ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r
❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r H lθ ♣✉✐sq✉❡ ♦♥ ❛ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s
HNθ < H
l
θ ∀Aa(l) ⊂ N ✭✶✸✳✶✷✮
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t s✐ H lθ ❛❞♠❡t ❞❡s ét❛ts ❧✐és ❛❧♦rs H
N
θ ❛❞♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥
s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ♥♦♥ ✈✐❞❡✳
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ψ ❞é✜♥✐❡
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ qlθ t❡❧❧❡ q✉❡ q˜
l
θ(ψ) := q
l
θ(ψ)− E1 ‖ ψ ‖2< 0✳
❙♦✐t ϕa,l ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s D(qlθ) ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
ϕa,l(s) :=

10
l
(s− a), s✐ s ∈ [a, a+ l
10
] ❀
1, s✐ s ∈ [a+ l
10
, a+ 9l
10
] ❀
−10
l
(s− a− l), s✐ s ∈ [a+ 9l
10
, a+ l] ❀
0, s✐♥♦♥✳
❈❛❧❝✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q˜lθ(ϕa,l)
q˜lθ(ϕa,l) =‖ ∇′ϕa,l ‖2 + ‖ θ˙∂τϕa,l + ∂sϕa,l ‖2 −E1 ‖ ϕa,l ‖2 ✭✶✸✳✶✸✮
▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✸✳✶✸✮ ❡st ♥✉❧✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡
❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✸✳✶✸✮ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
‖ θ˙∂τϕa,l + ∂sϕa,l ‖2 = ‖ ϕ˙a,l ‖2
=
20
l
| ω | ✭✶✸✳✶✹✮
✶✷✹ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
▲❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✸✳✶✸✮ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
‖ ϕa,l ‖2 = | ω |
(4l
5
+
100
l2
(
∫ l+ l
10
l
(s− a)2ds+
∫ l+l
l+ 9l
10
(s− a− l)2ds)
)
=
13l
15
| ω | ✭✶✸✳✶✺✮
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✸✳✶✹✮ ❡t ✭✶✸✳✶✺✮ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✸✳✶✸✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
q˜lθ(ϕa,l) =| ω | (
20
l
− 13l
15
E1) ✭✶✸✳✶✻✮
❉♦♥❝ s✐ l > lmin :=
√
300
13E1
♦♥ ♦❜t✐❡♥t q˜lθ(ϕa,l) < 0 ✳
❖♥ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ s✐ ❧❡ t✉❜❡ ❡st ❞r♦✐t✱ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧❧❡ ❧❛r❣❡✉r ❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❞❡s ét❛ts ❧✐és s♦✉s ❧❡ s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ♣rés❡♥t ❝❛s ♦ù ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❡st à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✱ ❧❛ ❢❡♥êtr❡
❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧❛r❣❡ ♣♦✉r ❝ré❡r ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ♥♦♥
✈✐❞❡✳
❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r ❡st ✿
◗✉❡ s❡ ♣❛ss❡✲t✲✐❧ s✐ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡st ♣❡t✐t❡ ❄
▲❛ ré♣♦♥s❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✶✸✳✸ ❆❜s❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❧✐és
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
❧❡s ét❛ts ❧✐és ❝réés ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s❡ ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t✳
❖♥ ✈❛ tr❛✐t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡s q✉✐ ❞✐✛ér❡♥t ♣❛r ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥ θ˙✳
❊♥ ré❛❧✐té✱ ✐❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s ❣r❛♥❞s ❝❛s ✿
• ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❡st ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭❣é♦♠étr✐q✉❡ ❡t ❞❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❜♦r❞s✮ s❡ ré❛❧✐s❡♥t sé♣❛ré♠❡♥t✱ ❝❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ Supp(θ˙) ∩ Ia(l) = ∅✳
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✶✷✺
• ❉❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s❡ ré❛❧✐s❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ♠❛✐s✱ s✉r ❞✬❛✉tr❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ t✉❜❡ ❡❧❧❡s s♦♥t ❛♣✲
♣❧✐q✉é❡s sé♣❛ré♠❡♥t✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡ t❡r♠❡s ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♦ù Supp(θ˙) ∩ Ia(l) 6= ∅✳
• ❉❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❡st ❝❤♦✐s✐❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❜♦r❞s ♦ù ❧❡ t✉❜❡ ❡st t♦rs❛❞é✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t
❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♦ù Ia(l) $ Supp(θ˙)✳
▲❛ str❛té❣✐❡ q✉✬♦♥ ✈❛ ❛❞♦♣t❡r ♣♦✉r ét✉❞✐❡r t♦✉t ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡
❡st ❧❛ ♠ê♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ✈❛ ❡ss❛②❡r t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡ ♣rés❡♥t ♣r♦❜❧è♠❡
s♣❡❝tr❛❧ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✉♥✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❡st ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✳
▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ♣rés❡♥t ♣r♦❜❧è♠❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧
s❡ ré❛❧✐s❡ ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té
❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞② ❧♦❝❛❧❡✳ ❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♣❛ss❡r✱ ❝♦♠♠❡
❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡✱ à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞♦♥t ♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ét❛♣❡ s❡r❛ ❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳
❆✉ ❞é♣❛rt✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛
s✉✐t❡ ✿
◆♦t♦♥s ♣❛r θm := inf(Supp(θ˙)) ❡t ♣❛r θM := sup(Supp(θ˙))✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❛
é✈✐❞❡♠❡♥t✱ Supp(θ˙) ⊆ [θm, θM ]✳
❙♦✐t g ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
g(s) :=
 0, s✐ s ∈ Ia(l) ,E1, s✐♥♦♥ , ✭✶✸✳✶✼✮
❖♥ s❛✐t q✉❡
H lθ ≤ HNθ ∀ N ⊂ Aa(l), a ∈ R, l > 0 ✭✶✸✳✶✽✮
P❛r ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té✱ s✐ H lθ ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞✬ét❛ts ❧✐és ❛❧♦rs σd(H
N
θ ) = ∅✳
■❧ ❡st ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ❛❧♦rs ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r H lθ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡
♣♦✉r ❞❡s ❢❡♥êtr❡s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❞❡ ❢♦r♠❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s Aa(l)✱
✶✷✻ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❛✈❡❝ l > 0✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧✐q✉é ✿
✶✸✳✸✳✶ Pr❡♠✐❡r ❝❛s ✿ Supp(θ˙) ∩ Ia(l) = ∅
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡ ❛ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ✐♥t✐t✉❧é ✓ ❚✇✐st❡❞
✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ ❛ ◆❡✉♠❛♥♥ ✇✐♥❞♦✇ ✔ ❬✽❪✱ ré❛❧✐sé ♣❛r ❇r✐❡t ❡t ❍❛♠♠❡❞✐ ❡t ✈❛
❛♣♣❛r❛✐tr❡ ♣r♦❝❤❛✐♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ✓ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❖♣❡r❛t♦r ❚❤❡♦r②
❢♦r ◗✉❛♥t✉♠ P❤②s✐❝s ✔✳
❈❡ ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
θm > a+ l ou θM < a
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù θM < a✳
▲✬❛✉tr❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ s❡ tr❛✐t❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳✸✳✶✳ ❙♦✐t ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é✱ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ R2✱ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡
ré❣✉❧✐èr❡ ❡t q✉✐ ❡st ♥♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t θ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
C1(R) t❡❧❧❡ q✉❡ θ˙ ∈ L∞(R)✱ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❡t θ¨ ∈ L∞(R) ✳ ❆❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ dmax(θ, ω) > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t 0 < d < dmax ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ lmax(d, θ) > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t 0 < l < lmax ♦♥ ❛ ✿
s✐ N ⊆ Aa(l) ❡t Supp(θ˙) ∩ Ia(N) = ∅
σd(H
l
θ) = ∅ ✭✶✸✳✶✾✮
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st très ❧♦♥❣✉❡✱ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛ q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❧❛ ❞✐✈✐s❡
❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ét❛♣❡s✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ✿
❛✳❯♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❧♦❝❛❧❡
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞② s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✶✷✼
❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳✸✳✷✳ ❙♦✐t ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é✱ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ R2 ❡t q✉✐ ❡st ♥♦♥
✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t θ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ ❞❡
C1(R)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ θ˙ ❡st à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❡t q✉❡ Supp(θ˙)∩Ia(l) = ∅✳
❆❧♦rs ♣♦✉r p ∈ (θm, θM) ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ρp ≥ 0 t❡❧❧❡ q✉❡✱
∀ ψ ∈ D(qNθ )
‖ ∇′ψ ‖2 + ‖ θ˙∂τψ+ ∂sψ ‖2 −
∫
Ω0
g(s) | ψ |2 dsdt ≥
∫
Ω0
ρp(s) | ψ |2 dsdt
✭✶✸✳✷✵✮
♦ù ρp ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
ρp(s) :=
 C1+(s−p)2 , s✐ s∈ (−∞, p) ❀0, s✐♥♦♥✳ ✭✶✸✳✷✶✮
❡t C ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ p✱ ω ❡t θ✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✸✳✷ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥é❣❛❧✐tés
q✉✬♦♥ ✈❛ ♣rés❡♥t❡r s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❡♠♠❡s✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❧❡♠♠❡
✐♥❣ré❞✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✸✳✷ ✿
▲❡♠♠❡ ✶✸✳✸✳✸✳ ❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✸✳✷✱ ∀ α ∈
R ♦♥ ❛ ∀ψ ∈ D(qlθ)∫
ω
∫ +∞
α
| ∇′ψ |2 + | θ˙∂τψ + ∂sψ |2 dsdt ≥
∫
ω
∫ +∞
α
g(s) | ψ |2 dsdt.
✭✶✸✳✷✷✮
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳✶✸✳✸✳✸ ✿
❖♥ s❛✐t q✉❡ ✿
∀ ψ ∈ D(qlθ) ♦♥ ❛ ‖ ∇′ψ(s, .) ‖2L2(ω)≥ E1 ‖ ψ(s, .) ‖2L2(ω), ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡
t♦✉t s ∈ R \ Ia(l)✱ ❡t ‖ ∇′ψ(s, .) ‖2L2(ω)≥ 0 ♣♦✉r ♣r❡sq✉❡ t♦✉t s ∈ Ia(l)✳
❖♥ ♣❡✉t r❡❣r♦✉♣❡r ❧❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✶✷✽ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
‖ ∇′ψ(s, .) ‖2
L2(ω)≥ g(s) ‖ ψ(s, .) ‖2L2(ω), pour presque tout s ∈ R ✭✶✸✳✷✸✮
♣♦✉r α ∈ R✱ ♦♥ ✐♥tè❣r❡ ✭✶✸✳✷✸✮ s✉r [α,+∞[✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t∫
ω
∫ +∞
α
| ∇′ψ(s, t) |2 dsdt ≥
∫
ω
∫ +∞
α
g(s) | ψ(s, t) |2 dsdt ✭✶✸✳✷✹✮
❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ♣♦s✐t✐❢
∫
ω
∫ +∞
α
| θ˙∂τψ(s, t)+∂sψ(s, t) |2 dsdt à ❧❛ ♣❛rt✐❡
❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✸✳✷✹✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✭✶✸✳✷✷✮✳ 
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✸✳✷ ♥é❝❡ss✐t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳✸✳✹✳ ❙♦✐t p ∈ (θm, θM ]✳ ❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉
❚❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✸✳✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ρp > 0 t❡❧ q✉❡ ∀ψ ∈ D(qlθ) ✿∫
Ωp
| ∇′ψ |2 + | θ˙∂τψ+∂sψ |2 dsdt−E1
∫
Ωp
| ψ |2 dsdt ≥
∫
Ωp
ρp(s) | ψ |2 dsdt
✭✶✸✳✷✺✮
♦ù Ωp := (−∞, p)× ω✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st très ❧♦♥❣✉❡ ❡t ❛ss❡③ t❡❝❤♥✐q✉❡ r❛✐s♦♥
♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ à tr❛✈❡rs ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳
P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
∀ A ⊆ R et ψ ∈ D(qlθ) ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿
qA1 (ψ) := ‖ χA∇′ψ ‖2 −E1 ‖ χAψ ‖2, qA2 (ψ) :=‖ χA∂sψ ‖2,✭✶✸✳✷✻✮
qA3 (ψ) := ‖ χAθ˙∂τψ ‖2, qA2,3(ψ) := 2Re(∂sψ, χAθ˙∂τψ)
♦ù χA ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r A×ω✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s q✉❛♥t✐tés
QA(ψ) ❡t Q(psi) ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
QA(ψ) := qA1 (ψ) + q
A
2 (ψ) + q
A
3 (ψ) + q
A
2,3(ψ); ✭✶✸✳✷✼✮
Q(ψ) := qR1 (ψ) + q
R
2 (ψ) + q
(θm,θM )
3 (ψ) + q
(θm,θM )
2,3 (ψ). ✭✶✸✳✷✽✮
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✶✷✾
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭✶✸✳✸✳✹✮
❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✶✸✳✸✳✺✳ ❙♦✐t p ∈ (θm, θM ]✳ P♦✉r t♦✉t ψ ∈ D(qlθ) t❡❧ q✉❡ ψ(p, .) =
0 ♦♥ ❛ ✿ ∀α, β > 0 ✐❧ ❡①✐st❡ γα,β > 0 t❡❧ q✉❡ ✿
| q(θm,p)2,3 (ψ) |≤ γα,βq(θm,p)1 (ψ) + αq(θm,p)2 (ψ) + βq(θm,p)3 (ψ). ✭✶✸✳✷✾✮
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡✳✶✸✳✸✳✺
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ψ ∈ D(qlθ) t❡❧ q✉❡ ψ(p, .) = 0✱ ❛❧♦rs ψ ∈ H10(Ωp)✳ ❖♥ s❛✐t
q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞♠❡t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✿ ψ(s, t) := χ1(t)φ(s, t) ♦ù φ ∈
C∞0 (Ωp) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡
ψ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
q
(θm,p)
1 (ψ) =‖ χ(θm,p)χ1∇′φ ‖2, q(θm,p)2 (ψ) =‖ χ(θm,p)χ1∂sφ ‖2
q
(θm,p)
3 (ψ) =‖ χ(θm,p)θ˙(χ1∂τφ+ φ∂τχ1) ‖2
❡t
q
(θm,p)
2,3 (ψ) = 2(θ˙χ(θm,p)χ1∂τφ, χ1∂sφ) + 2(θ˙χ(θm,p)φ∂τχ1, χ1∂sφ) ✭✶✸✳✸✵✮
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❙❝❤✇❛r③ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❨♦✉♥❣✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✸✳✸✵✮ ❡st ❡st✐♠é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
| 2(θ˙χ(θm,p)χ1∂τφ, χ1∂sφ) | ≤ 2 ‖ θ˙ ‖∞‖ χ(θm,p)χ1∇′φ ‖‖ χ(θm,p)χ1∂sφ ‖
≤ c1q(θm,p)1 (ψ) +
α
2
q
(θm,p)
2 (ψ), ✭✶✸✳✸✶✮
♦ù c1 := 2αd
2 ‖ θ˙ ‖2∞ ❡t α > 0✳
❯♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
θ˙(θm) = 0 ❡t φ(p, t) = 0✱ ∀t ∈ ω✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡
✭✶✸✳✸✵✮ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t
2(θ˙χ(θm,p)φ∂τχ1, χ1∂sφ) = (χ(θm,p)θ¨φχ1, χ1∂τφ) ✭✶✸✳✸✷✮
✶✸✵ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
P❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❙❝❤✇❛r③ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
| (χ(θm,p)θ¨φχ1, χ1∂τφ) |2≤ d2 ‖ θ¨ ‖2∞ q(θm,p)1 (ψ) ‖ χ(θm,p)χ1φ ‖2 ✭✶✸✳✸✸✮
❙♦✐t p′ ∈ (θm, θM) ❡t r > 0 t❡❧ q✉❡ (p′ − r, p′) ⊂ (θm, p) ❡t | θ˙(s) |≥ θ˙0 > 0✱
∀s ∈ (p′−r, p′)✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♣❛r ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬✷✹✱ ▲❡♠♠❡✳3❪
♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡
‖ χ(θm,p)χ1φ ‖2 ≤ c2
(
q
(θm,p)
2 (ψ)+ ‖ χ(p′−r,p′)χ1φ ‖2
)
≤ c2
(
q
(θm,p)
2 (ψ) + θ˙
−2
0 ‖ χ(p′−r,p′)θ˙χ1φ ‖2
)
♦ù c2 := max
{
2 + 16 (p−θm)
2
r2
, 4(p− θm)2
}
✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r t♦✉t s ∈ R✱ θ˙(s)χ1φ(s, .) ∈ H10(ω)✱ ❛❧♦rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡
▲❡♠♠❡✳1 ❞❡ ❬✷✹❪✱ ✐❧ ❡①✐st❡ λ > 0 q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ω t❡❧ q✉❡ ✿
‖ χ(p′−r,p′)θ˙χ1φ ‖2≤‖ χ(θm,p)θ˙χ1φ ‖2≤ λ−1
(
q
(θm,p)
3 (ψ)+ ‖ θ˙ ‖2∞ q(θm,p)1 (ψ)
)
✭✶✸✳✸✹✮
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✭✶✸✳✸✹✮✱ ✭✶✸✳✸✹✮ ❡t ✭✶✸✳✸✷✮ ❞♦♥♥❡♥t
| (χ(θm,p)θ¨φχ1, χ1∂τφ) |2≤
(
c3q
(θm,p)
1 (ψ) +
α
2
q
(θm,p)
2 (ψ) + βq
(θm,p)
3 (ψ)
)2
✭✶✸✳✸✺✮
❛✈❡❝ c3 := max
{
d‖θ¨‖∞‖θ˙‖∞√c2
θ˙0
√
λ
, d
2‖θ¨‖2∞c2
α
, d
2‖θ¨‖2∞c2
2βθ˙20λ
}
✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✭✶✸✳✸✶✮ ❡t
✭✶✸✳✸✺✮ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✭✶✸✳✷✾✮ ❛✈❡❝ γα,β := c1 + c3✳ 
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ▲❡♠♠❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳✶✸✳✸✳✹
❡st ✉♥❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ▲❡♠♠❡✳✶✸✳✸✳✺ ✿
▲❡♠♠❡ ✶✸✳✸✳✻✳ ❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳✶✸✳✸✳✹✱
♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ D(qlθ) t❡❧❧❡ q✉❡ ψ(p, .) = 0 ♦ù p ∈ (θm, θM ] ✱ ♣♦✉r α < 1 ✐❧
❡①✐st❡ γ > 1 t❡❧ q✉❡ ✿
q
(θm,p)
2 (ψ) ≤
γ
1− α
(
q
(θm,p)
1 (ψ)+q
(θm,p)
2 (ψ)+q
(θm,p)
3 (ψ)+q
θm,p
2,3 (ψ)
)
✭✶✸✳✸✻✮
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡✳✶✸✳✸✳✻ ✿
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✶✸✶
❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡✳✶✸✳✸✳✹✱ ♣♦✉r α < 1 ❡t β = 1 ✐❧ ❡①✐st❡ γα,1 > 0 t❡❧ q✉❡
| q(θm,p)2,3 (ψ) |≤ γα,1q(θm,p)1 (ψ) + αq(θm,p)2 (ψ) + q(θm,p)3 (ψ). ✭✶✸✳✸✼✮
❙♦✐t γ := max(1, γα,1)✳ ❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ✭✶✸✳✸✼✮ ♣❛r γ−1 ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
γ−1 | q(θm,p)2,3 |≤ αγ−1q(θm,p)2 + γ−1q(θm,p)3 + γ−1γα,1q(θm,p)1 ✭✶✸✳✸✽✮
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ γ−1γα,1 ≤ 1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
γ−1 | q(θm,p)2,3 (ψ) |≤ αγ−1q(θm,p)2 (ψ) + γ−1q(θm,p)3 (ψ) + q(θm,p)1 (ψ) ✭✶✸✳✸✾✮
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ é❝r✐✈❛♥t q(θm,p)2,3 (ψ) = γ
−1q(θm,p)2,3 (ψ) + (1− γ−1)q(θm,p)2,3 (ψ) ❡t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✸✳✸✾✮ ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r γ−1q(θm,p)2,3 (ψ) ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿
Q(θm,p)(ψ) = q
(θm,p)
1 (ψ) + q
(θm,p)
2 (ψ) + q
(θm,p)
3 (ψ) + q
(θm,p)
2,3 (ψ)
= q
(θm,p)
1 (θm, p) + q
(θm,p)
2 (ψ) + q
(θm,p)
3 (ψ) + γ
−1q(θm,p)2,3 (ψ)
+(1− γ−1)q(θm,p)2,3 (ψ)
≥ q(θm,p)1 (ψ) + q(θm,p)2 (ψ) + q(θm,p)3 (ψ)− αγ−1q(θm,p)2 (ψ)
−γ−1q(θm,p)3 (ψ)− q(θm,p)1 (ψ) + (1− γ−1)q(θm,p)2,3 (ψ)
≥ (1− γ−1)(q(θm,p)3 (ψ) + q(θm,p)2,3 (ψ)) + (1−
α
γ
)q
(θm,p)
2 (ψ)
≥ (1− γ−1)
(
q
(θm,p)
3 (ψ) + q
(θm,p)
2,3 (ψ) + q
(θm,p)
2 (ψ)
)
+γ−1(1− α)q(θm,p)2 (ψ). ✭✶✸✳✹✵✮
P❛r ❝♦♥tr❡ ♦♥ s❛✐t q✉❡ q(θm,p)3 (ψ) + q
(θm,p)
2,3 (ψ) + q
(θm,p)
2 (ψ) ≥ 0✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❛rr✐✈❡
❛ ✭✶✸✳✸✻✮ 
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ❡st ♣rêt ♣♦✉r ❡♥t❛♠❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳✶✸✳✸✳✹ ✿
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳✶✸✳✸✳✹ ✿
❙♦✐t p ∈ (θm, θM ]✱ t❡❧ q✉❡ θ˙ ❡st ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ s✉r (p− r, p)✳
❙♦✐t f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
f(s) :=

0, s✐ s ∈ [p,+∞] ❀
p−s
r
, s✐ s ∈ [p− r, p] ❀
1, s✐♥♦♥✳
✭✶✸✳✹✶✮
✶✸✷ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❙♦✐t f˜(s, t) := χω(t) ⊗ f(s)✱ ♦ù χω ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞é✜♥✐❡ s✉r
ω✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ t♦✉t ψ ∈ D(qlθ) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
ψ(s, t) = ψ(s, t)f˜(s, t) + (1− f˜(s, t))ψ(s, t)✳
P❛r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✐r❡❝ts ♦♥ ❛∫
Ωp
| ψ(s, t) |2
1 + (s− p)2dsdt =
∫
Ωp
| ψf(s) + (1− f(s))ψ |2
1 + (s− p)2 dsdt
≤ 2
(∫
Ωp
| f(s)ψ |2
1 + (s− p)2dsdt+
∫
Ωp
| (1− f(s))ψ |2
1 + (s− p)2 dsdt
)
≤ 2
(∫
Ωp
| f(s)ψ |2
(s− p)2 dsdt+
∫
ω
∫ p
p−r
(1− f(s))2 | ψ |2 dsdt
)
≤ 2
(∫
Ωp
| f(s)ψ |2
(s− p)2 dsdt+
∫
ω
∫ p
p−r
| ψ |2 dsdt
)
✭✶✸✳✹✷✮
❈♦♠♠❡ θ˙ ♥✬❡st ♣❛s ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t ♥✉❧❧❡ s✉r (p, p − r)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡
❧❡♠♠❡✳✻✳✶ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✺❪✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡
❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✸✳✹✷✮ ❡st ❡st✐♠é ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿∫
ω
∫ p
p−r
| ψ |2 dsdt ≤ λ−10 Q(p−r,p)(ψ), ✭✶✸✳✹✸✮
♦ù λ0 ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ θ ♣✱ r ❡t ω✳ ❉✬♦ù ♦♥
❛rr✐✈❡ à ✿ ∫
ω
∫ p
p−r
| ψ |2 dsdt ≤ λ−10 Q(−∞,p)(ψ) ✭✶✸✳✹✹✮
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ QA(ψ) ≥ 0 ∀ A ⊂
R \ Ia(l) ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ ψ(p, .)f(p) = 0 ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥✲
é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✼✳✶✵✮ s✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ fψ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✸✳✹✷✮ s♦♠♠❡ s✉✐t ✿∫
ω
∫ p
−∞
| ψf |2
(s− p)2dsdt ≤ 4
∫
ω
∫ p
−∞
| ∂s(ψf) |2 dsdt
≤ 4(q(−∞,θm)2 (ψf) + q(θm,p)2 (ψf)) ✭✶✸✳✹✺✮
❖r ♦♥ s❛✐t q✉❡ θ˙(s) = 0 ❡t f = 1 s✉r (−∞, θm] ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ ✿
q
(−∞,θm)
2 (fψ) = q
(−∞,θm)
2 (ψ) =‖ χ(−∞,θm)(θ˙∂τψ + ∂sψ) ‖2 ✭✶✸✳✹✻✮
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✶✸✸
P✉✐sq✉❡ q(−∞,θm)1 (ψ) ≥ 0 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
q
(−∞,θm)
2 (ψf) ≤ Q(−∞,θm)(ψ) ✭✶✸✳✹✼✮
❈♦♠♠❡ f(p)ψ(p, .) = 0 ❛❧♦rs ❧❡ ▲❡♠♠❡✳✶✸✳✸✳✻ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
♣♦✉r α < 1✱ γ > 1 ♦♥ ❛ ✿
q
(θm,p)
2 (fψ) ≤
γ
1− αQ
(θm,p)(fψ) ✭✶✸✳✹✽✮
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛
‖ χ(θm,p)(θ˙∂τ (fψ) + ∂s(fψ)) ‖2 = ‖ χ(θm,p)(θ˙f∂τψ + f∂sψ + f ′ψ) ‖2 ✭✶✸✳✹✾✮
≤ 2 ‖ χ(θm,p)(θ˙∂τψ + ∂sψ) ‖2 +
2
r2
‖ χ(p−r,p)ψ ‖2
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡✳✻✳✶ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✺❪ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
q
(θm,p)
2 (ψf) ≤
2γ
1− α
(
Q(θm,p)(ψ) +
2
λ0r2
Q(p−r,p)(ψ)
)
≤ c′Q(θm,p)(ψ) ✭✶✸✳✺✵✮
❛✈❡❝ c′ = 2γ
1−α(1 +
2
λ0r2
)✳ ✭✶✸✳✹✼✮ ❡t ✭✶✸✳✺✵✮ ❞♦♥♥❡♥t ✿
q
(−∞,p)
2 (fψ) ≤ (1 + c′)Q(−∞,p)(ψ) ✭✶✸✳✺✶✮
✭✶✸✳✹✸✮ ❡t ✭✶✸✳✺✶✮ ❞♦♥♥❡♥t q✉❡
Q(−∞,p)(ψ) ≥ C
∫
Ωp
| ψ(s, t) |2
1 + (s− p)2dsdt =
∫
Ωp
ρp | ψ |2 dsdt ✭✶✸✳✺✷✮
❛✈❡❝ C−1 = 8(1 + c′) + 2
λ0
✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡✳✶✸✳✸✳✸ ♣♦✉r α = p ✭✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ρp✮✱ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✭✶✸✳✷✵✮ 
■❧ ❡st t❡♠♣s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
❚❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✸✳✶ ✿
✶✸✹ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❜✳❘é❞✉❝t✐♦♥ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s s✉r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ω✱ ét✉❞✐❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ tr✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥♥❡❧ H lθ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♣❡❝tr❛❧❡s ❞✬✉♥ ♦♣ér❛✲
t❡✉r ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ q✉✬♦♥ ✈❛ ♣ré❝✐s❡r✳ ❈❡❝✐ s❡ rés✉♠❡ ❞❛♥s
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳✸✳✼✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ∀ϕ ∈ H1(R)∫
R
| ϕ′(s) |2 +2ρp(s) | ϕ(s) |2 ds ≥ 4E1
∫
Ia(l)
| ϕ(s) |2 ds, ✭✶✸✳✺✸✮
❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✸✳✶■❧ ❡①✐st❡ dmax > 0 t❡❧ q✉❡
∀d < dmax ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✸✳✺✸✮ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r
‖ ∇′ψ ‖2 + ‖ θ˙∂τψ + ∂sψ ‖2 −E1 ‖ ψ ‖2≥ 0, ∀ψ ∈ D(qNθ ). ✭✶✸✳✺✹✮
❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ ❞é♠♦♥t❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧
− d
2
ds2
+ 2ρp(s)− 4E1χIa(l) ✭✶✸✳✺✺✮
❞❛♥s L2(R) ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r q✉❡ −∆ω − (θ˙∂τ + ∂s)2 − E1 ≥ 0✳
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳✸✳✼ ✿
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
Q(ψ) = ‖ ∇′ψ ‖2 + ‖ ∂sψ + θ˙∂τψ ‖2 −E1 ‖ ψ ‖2
=
1
2
(
‖ ∇′ψ ‖2 −E1 ‖ ψ ‖2 + ‖ ∂sψ + θ˙∂τψ ‖2 −
∫
Ω0
(E1 − g(s)) | ψ |2 dsdt
)
+
1
2
(
‖ ∇′ψ ‖2 + ‖ ∂sψ + θ˙∂τψ ‖2 −
∫
Ω0
g(s) | ψ |2 dsdt
)
✭✶✸✳✺✻✮
♦ù g ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✶✸✳✶✼✮✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✭✶✸✳✷✵✮ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✶✸✺
❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✸✳✺✻✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✿
Q(ψ) ≥ 1
2
(
‖ ∂sψ+θ˙∂τψ ‖2 + ‖ ∇′ψ ‖2 −E1 ‖ ψ ‖2 +
∫
Ω0
(ρp(s)+g(s)−E1) | ψ |2 dsdt
)
✭✶✸✳✺✼✮
❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✸✳✺✼✮ ✿
‖ ∂sψ + θ˙∂τψ ‖2=‖ ∂sψ ‖2 + ‖ θ˙∂τψ ‖2 +2(∂sψ, θ˙∂τψ) ✭✶✸✳✺✽✮
P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✸✳✺✼✮ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r
❧❡ ❧❡♠♠❡✳✶✸✳✸✳✺ ♣♦✉r ✿
❙♦✐t α = β = 1
2
✿ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ γ 1
2
, 1
2
t❡❧ q✉❡ ✿
| q(θm,θM )2,3 (ψ) |≤ γ 1
2
, 1
2
q
(θm,θM )
1 +
1
2
qR2 (ψ) +
1
2
q
(θm,θM )
3 (ψ), ✭✶✸✳✺✾✮
♦ù γ 1
2
, 1
2
:= γ˜ 1
2
, 1
2
+ 4d2 ‖ θ˙ ‖2∞,
γ˜ 1
2
, 1
2
:= max
{
d‖θ˙‖∞‖θ¨‖∞
√
f(L)
θ˙0
√
λ
, d
2‖θ¨‖2∞f(L)
λθ˙20
, 2d2 ‖ θ¨ ‖2∞ f(L)
}
❡t f(L) := max{2 + 8L2
r2
, 4L2}
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✸✳✺✾✮ ❞❛♥s ✭✶✸✳✺✽✮ ❡t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✸✳✺✼✮ ♣❛r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ rés✉❧t❛♥t❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
Q(ψ) ≥ 1
4
q
(R)
2 (ψ) +
1
4
q
(θm,θM )
3 (ψ) +
1− γ 1
2
, 1
2
2
q
(θm,θM )
1 (ψ)
+
1
2
∫
Ω0
ρp(s) | ψ |2 dsdt− E1
∫ l+a
l
| ψ |2 dsdt ✭✶✸✳✻✵✮
❖♥ s❛✐t q✉❡ ✿
γ 1
2
, 1
2
≤ Bd+Ad2
❛✈❡❝ A := ‖θ¨‖
2
∞f(L)
λθ˙20
+ 2 ‖ θ¨ ‖2∞ f(L) + 4 ‖ θ˙ ‖2∞, B := ‖θ˙‖∞‖θ¨‖∞
√
f(L)
θ˙0
√
λ
✳ ❖♥
♣♦s❡ ∆ := B2 + 4A✳ ■❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ 0 < d < dmax := −B+
√
∆
2A
♣♦✉r
❛✈♦✐r γ 1
2
, 1
2
< 1✳ ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ d ♦♥ ✿ (1− γ 1
2
, 1
2
)q
(θm,θM )
1 (ψ) ≥ 0✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ s✐ 0 < d < dmax ✿
Q(ψ) ≥ 1
4
‖ ∂sψ ‖2 +1
2
∫
Ω0
ρp(s) | ψ |2 dsdt−E1
∫
ω
∫ l+a
l
| ψ |2 dsdt ✭✶✸✳✻✶✮
✶✸✻ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❈❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡✱ s♦✉s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦sé❡ s✉r d✱ ✐❧ ❡st s✉✣s❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r
q✉❡
∫
R | ϕ′ |2 +2ρp | ϕ |2 ds − 4E1
∫ a+l
a
| ϕ |2 ds ≥ 0✱ ∀ϕ ∈ H1(R) ♣♦✉r
❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r −∆ω − (θ˙∂τ + ∂s)2 − E1✳
❖♥ ✈❛ ❝♦♥s❛❝r❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳
❝✳➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥ ✈❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝r✐tèr❡s r❡❧❛t✐❢s à ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛
❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r
✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿
− d
2
ds2
+ 2ρp − 4E1χIa(l) ✭✶✸✳✻✷✮
ρp ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✶✸✳✼✼✮ ❡t Ia(l) = (a, a+ l)✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ♦♥ ✈❡✉t
ét❛❜❧✐r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳✸✳✽✳ ✿
P♦✉r t♦✉t ϕ ∈ H1(R)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ lmax(θ, d) > 0 t❡❧ q✉❡ ∀ 0 < l < lmax ♦♥ ❛∫
R
| ϕ′(s) |2 +2cρp(s) | ϕ(s) |2 ds ≥ 4E1
∫
Ia(l)
| ϕ(s) |2 ds ✭✶✸✳✻✸✮
P♦✉r ❞é♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s
❬✺❪✳
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳✶✸✳✸✳✽ ✿
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Φ−(s) :=
 C(π2 + arctan (s− p)), si s < p ❀πC
2
, s✐ s ≥ p✳
✭✶✸✳✻✹✮
♦ù p ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ré❡❧ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ρp✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡
Φ′− = ρp✳ P♦✉r t♦✉t t ∈ Ia(l) ♣✉✐sq✉❡ Φ−(s) = πC2 ♣♦✉r s ≥ p ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✶✸✼
é❝r✐r❡ ✿
πC
2
ϕ(t) = Φ−(t)ϕ(t) =
∫ t
−∞
(Φ−(s)ϕ(s))′ds
=
∫ t
−∞
Φ′(s)ϕ(s)ds+
∫ t
−∞
Φ−(s)ϕ′(s)ds
=
∫ t
−∞
ρp(s)ϕ(s)ds+
∫ t
−∞
Φ(s)ϕ′(s)ds ✭✶✸✳✻✺✮
P❛r ❝♦♥tr❡ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ρp(s) = 0 ♣♦✉r t♦✉t s ∈ (p,+∞)✱ ❞♦♥❝ ✭✶✸✳✻✺✮ ♣❡✉t
s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
πC
2
ϕ(t) =
∫ p
−∞
ρp(s)ϕ(s)ds+
∫ t
−∞
Φ−(s)ϕ′(s)ds ✭✶✸✳✻✻✮
❖♥ ❡ss❛✐❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡ ❝❛rré ✭✶✸✳✻✻✮✱ ∀ϕ ∈ H1(R)✳
π2C2
4
ϕ2(s) =
(∫ p
−∞
ρp(s)ϕ(s)ds+
∫ t
−∞
Φ−(s)ϕ′(s)ds
)2
≤ 2
(
(
∫ p
−∞
ρp(s)ϕ(s)ds)
2 + (
∫ t
−∞
Φ−(s)ϕ′(s)ds)2
)
✭✶✸✳✻✼✮
P❛r s✉✐t❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❈❛✉❝❤②−❙❝❤✇❛r③ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✿
π2C2
4
ϕ2(s) ≤ 2
(∫ p
−∞
ρp(s)ds
∫ p
−∞
ρp(s)ϕ
2(s)ds+
∫ t
−∞
Φ2−(s)ds
∫ t
−∞
ϕ′2(s)ds
)
✭✶✸✳✻✽✮
❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Φ− ❡t ρp ❞♦♥♥❡ ✿∫ p
−∞
ρp(s)ds =
∫ p
−∞
Φ′−(s)ds = Φ−(p) =
πC
2
✭✶✸✳✻✾✮
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Φ− ❡t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t ❞♦♥♥❡ q✉❡ ✿∫ t
−∞
Φ2−(s)ds =
∫ p
−∞
Φ2−(s)ds+
∫ t
p
Φ2−(s)ds
= C2
∫ 0
−∞
(
π
2
+ arctan s)2ds+
π2C2
4
(t− p)
= C2π ln 2 +
π2C2
4
(t− p) ✭✶✸✳✼✵✮
✶✸✽ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✭✶✸✳✻✾✮ ❡t ✭✶✸✳✼✵✮ ❞❛♥s ✭✶✸✳✻✽✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ∀ϕ ∈ H1(R) ✿
π2C2
4
| ϕ(t) |2≤ πC
∫ p
−∞
ρp(s)ϕ
2(s)ds+
(
2C2π ln 2+
π2C2
2
(t−p)
)∫ t
−∞
| ϕ′(s) |2 ds
❖♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦tés ♣❛r 4
π2C2
❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡∫ t
−∞
| ϕ′(s) |2 ds ≤
∫
R
| ϕ′(s) |2 ds ,∫ p
−∞
ρp(s) | ϕ(s) |2 ds =
∫
R
ρp(s) | ϕ(s) |2 ds. ✭✶✸✳✼✶✮
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
| ϕ(t) |2≤ 4
πC
∫
R
ρp(s)ϕ
2(s)ds+
(8 ln 2
π
+ 2(t− p)
)∫
R
| ϕ′(s) |2 ds ✭✶✸✳✼✷✮
❖♥ ✐♥tè❣r❡ ✭✶✸✳✼✷✮ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ Ia(l)✱ ∀ϕ ∈ H1(R) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t∫
Ia(l)
| ϕ(t) |2 ≤ 4
πC
∫
Ia(l)
∫
R
ρp(s)ϕ
2(s)dtds
+
∫
Ia(l)
(8 ln 2
π
+ 2(t− p)
)∫
R
| ϕ′(s) |2 dtds
≤ 4l
πC
∫
R
ρp(s)ϕ
2(s)ds
+
(
(
8 ln 2
π
+ 2(a− p))l + l2
)∫
R
| ϕ′(s) |2 ds
≤
(
l(
2
πC
+
8 ln 2
π
+ 2(a− p)) + l2
)∫
R
2ρp(s)ϕ
2(s)+ | ϕ′(s) |2 ds
✭✶✸✳✼✸✮
❊t ♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ♣❛r 4E1 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r✱ ∀ϕ ∈ H1(R)
4E1
∫ l+a
l
| ϕ(t) |2 dt ≤ 4E1P (l)
∫
R
2ρp(s) | ϕ(s) |2 + | ϕ′(s) |2 ds ✭✶✸✳✼✹✮
❛✈❡❝ P (l) := 2l( 1
πC
+ 4 ln 2
π
+ a− p) + l2✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ s❡r❛ s✉✣s❛♥t q✉❡
P (l) < 1
4E1
♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✭✶✸✳✻✸✮✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛❧♦rs ❞❡✈✐❡♥t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té P (l) <
1
4E1
✳ ▲❡ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ s❡❝♦♥❞ ❞é❣ré❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ✿ ∆′ :=
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✶✸✾
( 1
πC
+ 4 ln 2
π
+ a − p)2 + 1
4E1
> 0✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r 0 < l < lmax :=
−( 1
πC
+ 4 ln 2
π
+ l) +
√
∆′ ♦♥ ❛ P (l) < 0✳ ❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡
❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ♥❡ ❞é♣❛ss❛♥t ♣❛s ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r H lθ ❡st ✈✐❞❡✳
P❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✳
✶✸✳✸✳✷ ❉❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ✿ Supp(θ˙) ∩ Ia(l) 6= ∅
❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧s ❡①✐st❡♥t ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡s q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ✿
a < θm < a+ l < θM ou θm < a < θM < a+ l
◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù θm < a < θM < a+l✱ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t s✐❣♥❛❧❡r
q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ s❡ tr❛✐t❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳
❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s s✉r
❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ω✱ σd(HNθ ) = ∅✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡
rés✉❧t❛t ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳✸✳✾✳ ❙♦✐t ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❡t s✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♥♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t θ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡
C1 t❡❧❧❡ q✉❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞ér✐✈é❡ θ˙ ❡st à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❡
♣❧✉s q✉❡ θ˙, θ¨ ∈ L∞(R)✳ ❙♦✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ ♣♦s✐t✐❢ δ
❛ss❡③ ♣❡t✐t t❡❧ q✉❡ ‖θ¨‖
2
∞
L2
≤ δ2 ≤ 1
2
❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ dmax(L, θ) > 0 t❡❧ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t d < dmax ✐❧ ❡①✐st❡ lmax(θ, d) > 0 t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r 0 < l < lmax✱ s✐
N ⊂ A(l) ❡t Supp(θ˙) ∩ Ia(l) 6= ∅✱ ♦♥ ❛
σd(H
N
θ ) = ∅ ✭✶✸✳✼✺✮
❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ♦♥ ❞✐✈✐s❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✉r tr♦✐s ét❛♣❡s ✿ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s
♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
✶✹✵ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❛✳❯♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❧♦❝❛❧❡
❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❞é♠♦♥tré❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♣♦✉r ét❛❜❧✐r
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ✭✶✸✳✸✳✷✮ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ✈❛❧❛❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st très
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♣♦✐♥t p ❡st ❞✐✛ér❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❝❡
❝❛s p ❞♦✐t êtr❡ ❞❛♥s (θm, a]✳ P♦✉r ✉♥ ♣ ❛✐♥s✐ ❝❤♦✐s✐ ♦♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t
❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳✸✳✶✵✳ ❙♦✐t ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ R2 ❡t q✉✐ ❡st ♥♦♥
✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t θ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ C1(R) ❡t ♥♦♥ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t
♥✉❧❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ θ˙ ❡st à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ❡t q✉❡ Supp(θ˙)∩ Ia(l) 6= ∅✳
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ρp > 0 t❡❧❧❡ q✉❡✱ ∀ ψ ∈ D(qNθ ) ♦♥ ❛
‖ ∇′ψ ‖2 + ‖ θ˙∂τψ+ ∂sψ ‖2 −
∫
Ω0
g(s) | ψ |2 dsdt ≥
∫
Ω0
ρp(s) | ψ |2 dsdt
✭✶✸✳✼✻✮
♦ù ρp ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r p ∈ (θm, a] ♣❛r ✿
ρp(s) :=
 C1+(s−p)2 , s✐ s∈ (−∞, p) ❀0, s✐♥♦♥✳ ✭✶✸✳✼✼✮
❡t C ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t
❈♦♠♠❡ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ♦♥ ♣❛ss❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ✿
❜✳❘é❞✉❝t✐♦♥ à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙❝rö❞✐♥❣❡r ✶❉
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ ❞♦✐t ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✶✹✶
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳✸✳✶✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ∀ϕ ∈ H1(R)∫
R
| ϕ′(s) |2 +2ρp(s) | ϕ(s) |2 ds ≥ (4 + 2
λ0
)E1
∫ a+l
a−δ
| ϕ(s) |2 ds,
✭✶✸✳✼✽✮
♣♦✉r
‖ θ¨ ‖2
L2
< δ2 <
1
2
✭✶✸✳✼✾✮
■❧ ❡①✐st❡ dmax > 0 t❡❧ q✉❡ ∀d < dmax ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✸✳✼✽✮ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r
‖ ∇′ψ ‖2 + ‖ θ˙∂τψ + ∂sψ ‖2 −E1 ‖ ψ ‖2≥ 0, ∀ψ ∈ D(qNθ ) ✭✶✸✳✽✵✮
❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r L✱ θ ❡t δ ✈ér✐✜❛♥t ✭✶✸✳✼✾✮ ❡t s✐ ❧✬é♣❛✐s✲
s❡✉r ❞✉ t✉❜❡ ♥❡ ❞é♣❛ss❛✐t ♣❛s ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ dmax✱ ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t
❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧
− d
2
ds2
+ 2ρp(s)− (4 + 2
λ0
)E1χ(a−δ,a+l) ✭✶✸✳✽✶✮
❞❛♥s L2(R) ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ −∆ω−(θ˙∂τ+∂s)2−
E1 ≥ 0✳
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳✸✳✶✶
❙♦✐t δ > 0 ❡t ♣♦✉r θm < p < a − δ✳ ▲✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❧♦❝❛❧❡ ✭✶✸✳✼✻✮
s✬❛♣♣❧✐q✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞❡ ❍❛r❞② ✭✶✸✳✼✻✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
Q(ψ) ≥ 1
2
(
qR1 (ψ) + q
R
2 (ψ) + q
(θm,θM )
3 + q
(θm,θM
2,3 (ψ)
+
1
2
(∫
Ω0
ρp(s) | ψ |2 dsdt+−E1
∫
Ia(l)
| ψ |2 dsdt
)
✭✶✸✳✽✷✮
❖♥ ❞✐✈✐s❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
✭✶✸✳✽✷✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
q
(θm,θM )
2,3 (ψ) = q
(θm,a)
2,3 (ψ) + q
(a,θM )
2,3 (ψ) ✭✶✸✳✽✸✮
✶✹✷ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✸✳✽✸✮ ♦♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r
❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✶✸✳✸✳✶✷✳ ❙♦✐t δ > 0✳ P♦✉r α > 0 ❡t β > 0 ✐❧ ❡①✐st❡ γα,β t❡❧❧❡ q✉❡
q
(θm,a)
2,3 (ψ) ≤ γα,βq1(θ, a)(ψ) + (2α +
1
α2
)q
(a−δ,a)
2 (ψ) + 2αq
(θm,a−δ)
2 (ψ)
+(β +
α1
δ2
+ 4α2)q
(a−δ,a)
3 (ψ) + βq
(θm,a−δ)
3 (ψ)
+(
1
α1λ0
+
2α
δ2λ0
)(Q(ψ) + E1 ‖ χ(a,a+l)ψ ‖2) ✭✶✸✳✽✹✮
❛✈❡❝ α1 ❡t α2 s♦♥t ❞❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s✳
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳✶✸✳✸✳✶✷ ✿
❙♦✐t f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
f(s) :=

1, s✉r (−∞, a− δ] ❀
a−s
δ
, s✉r [a− δ, a] ❀
0, s✐♥♦♥✳
✭✶✸✳✽✺✮
◆♦t♦♥s ♣❛r f¯ := 1 − f ✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ f + f¯ = 1 ❡t f ′ + f¯ ′ = 0✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡❝✐ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ ∈ D(qlθ) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ψ =
fψ + f¯ψ✳ ❊♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ψ✱ q(θm,a)2,3 s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
q
(θm,a)
2,3 = 2
(
χ(θm,a)θ˙∂τ (fψ + f¯ψ), ∂s(fψ + f¯ψ)
)
= 2
(
(χ(a−δ)θ˙f∂τψ, f¯
′ψ + f¯∂sψ) + (χ(a−δ,a)θ˙f¯∂τψ, f
′ψ + f∂sψ)
)
+(χ(a−δ,a)θ˙f¯∂τψ, f¯
′ψ + f¯∂sψ) + q
(θm,a)
2,3 (fψ)
)
= q
(θm,a)
2,3 (fψ) + 2
(
(χ(a−δ,a)θ˙(1 + f)∂τψ, f¯∂sψ) +
1
δ
(χ(a−δ,a)θ˙f∂τψ, ψ)
)
= q
(θm,a)
2,3 (fψ) + ST ✭✶✸✳✽✻✮
❛✈❡❝ ST := 2(χ(a−δ,a)θ˙(1 + f)∂τψ, f¯∂sψ) + 2δ (χ(a−δ,a)θ˙f∂τψ, ψ)✳
❖♥ s❛✐t q✉❡ fψ ∈ H10((−∞, a) × ω)✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡
♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✸✳✽✻✮ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❛✳✶✸✳✸✳✺✳
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✶✹✸
❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r α, β > 0 ✐❧ ❡①✐st❡ γα,β > 0 t❡❧❧❡ q✉❡
q
(θm,a)
2,3 (fψ) ≤ γα,βq(θm,a)1 (fψ) + αq(θm,a)2 (fψ) + βq(θm,a)3 (fψ) ✭✶✸✳✽✼✮
❖♥ ✈❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡
ψ✳ P✉✐sq✉❡ | f |< 1 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
q
(θm,a)
1 (fψ) ≤ q(θm,a)1 (ψ) and q(θm,a)3 (fψ) ≤ q(θm,a)3 (ψ) ✭✶✸✳✽✽✮
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✿
q
(θm,a)
2 (fψ) = ‖ χ(θm,a)(f ′ψ + f∂sψ) ‖2
≤ 2 ‖ χ(θm,a)∂sψ ‖2 +
2
δ2
‖ χ(a−δ,a)ψ ‖2
≤ 2q(θm,a)2 (ψ) +
2
δ2λ0
Q(a−δ,a)(ψ)
≤ 2q(θm,a)2 (ψ) +
2
δ2λ0
(Q(ψ) + E1 ‖ χ(a,a+l)ψ ‖2) ✭✶✸✳✽✾✮
❊♥ ❣r♦✉♣❛♥t ✭✶✸✳✽✽✮ ❡t ✭✶✸✳✽✾✮✱ ✭✶✸✳✽✼✮ ❞❡✈✐❡♥t
q
(θm,a)
2,3 (fψ) ≤ γα,βq(θm,a)1 (ψ)+2αq(θm,a)2 (ψ)+βq(θm,a)3 (ψ)+
2α
δ2λ0
(Q(ψ)+E1 ‖ χ(a,a+l)ψ ‖2)
✭✶✸✳✾✵✮
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡
❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✸✳✽✻✮ s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
| ST | ≤ 2
δ
| (χ(a−δ,a)θ˙f∂τψ, ψ) | +2 | (χ(a−δ,a)θ˙(f + 1)∂τψ, f¯∂sψ) |
≤ α1
δ2
q
(a−δ,a)
3 (ψ) +
1
α1
‖ χ(a−δ,a)ψ ‖2 +4α2q(a−δ,a)3 (ψ) +
1
α2
q
(a−δ,a)
2 (ψ)
≤ (α1
δ2
+ 4α2)q
(a−δ,a)
3 (ψ) +
1
α2
q
(a−δ,a)
2 (ψ) +
1
α1λ0
Q(a−δ,a)(ψ)
≤ (α1
δ2
+ 2α2)q
(a−δ,a)
3 (ψ) +
1
α2
q
(a−δ,a)
2 (ψ) +
1
α1λ0
(Q(ψ) + E1 ‖ χ(a,a+l)ψ ‖2)
✭✶✸✳✾✶✮
♦ù α1, α2 > 0✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✸✳✾✶✮ ❡t ✭✶✸✳✾✵✮ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ✭✶✸✳✽✹✮✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡
t❡r♠❡ ❞❡ ✭✶✸✳✽✸✮ ❡st ❡st✐♠é ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
| q(a,θM )2,3 (ψ) |≤ α3q(a,θM )3 (ψ) +
1
α3
q
(a,θM )
2 (ψ) ✭✶✸✳✾✷✮
✶✹✹ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
♦ù α3 > 0✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✭✶✸✳✽✹✮ ❡t ✭✶✸✳✾✷✮ ❞❛♥s ✭✶✸✳✽✷✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
Q(ψ) ≥ 1
2
(
(1− γα,β)q(θm,a)1 (ψ) + qR\(θm,a)1 + (1− 2α)q(θm,a−δ)2 (ψ)
+(1− 2α− 1
α2
)q
(a−δ,a)
2 + (1−
1
α3
)q
(a,θM )
2 (ψ) + q
R\(θm,θM )
2
+(1− β)q(θm,a−δ)3 (ψ) + (1− β −
α1
δ2
− 2α2)q(a−δ,a)3 (ψ)
+C
∫
Ω0
ρp(s) | ψ |2 dsdt− ( 2α
δ2λ0
+
1
α1λ0
)Q(ψ)
+(1− α3)q(a,θM )3 (ψ)− (1 +
2α
δ2λ0
+
1
α1λ0
)E1 ‖ χ(a,a+l)ψ ‖2
)
. ✭✶✸✳✾✸✮
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t β = 1
4
✱ α3 = 2✱ α2 = 4 ✱ α = δ
2
4
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
(1 +
1
2λ0
)Q(ψ) ≥ 1
2
(
(1− γ δ2
4
, 1
4
− ( 1
4δ2
+ 8)d2 ‖ θ˙ ‖2) ‖ χ(a−δ,a)∇′ψ ‖2
+(1− d2 ‖ θ˙ ‖2∞) ‖ χ(a,θM )∇′ψ ‖2 +
1
2
qR2 (ψ)
+
∫
Ω0
ρp(s) | ψ |2 dsdt− (2 + 1
λ0
)E1 ‖ χ(a−δ,a+l)ψ ‖2
+(1− γ δ2
4
, 1
4
)q
(θm,a−δ)
1 (ψ)
)
. ✭✶✸✳✾✹✮
❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ‖ θ¨ ‖2< δ2L2✱ δ2 < 1
2
❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡ ‖ θ˙ ‖2∞≤ L2 ‖ θ¨ ‖2∞ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✿
γ δ2
4
, 1
2
≤ d2(2L4 + c2L2 + L
2c2
8θ˙20λ
) + d
L2
√
c2
4
√
λ
✭✶✸✳✾✺✮
❖♥ ♥♦t❡ d1 := −B+
√
∆
2A
✱ A := 2L4+c2L2+ L
2C2
8θ˙20λ
✱ B := L
2√c2
4
√
λ
✱ ∆ := B2+2A > 0
❆❧♦rs ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ d < dmax := min(d1, 14√2L2 ) ♣♦✉r ❛✈♦✐r γ δ24 , 14
< 1
2
✱
1 − d2 ‖ θ˙ ‖2∞≥ 0 ❡t 12 − d2 ‖ θ˙ ‖2∞ ( 14δ2 + 8) > 0 ✳ ❆❧♦rs s♦✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♦♥ ❛ ✿
(1+
1
2λ0
)Q(ψ) ≥ 1
4
qR2 (ψ)+
1
2
∫
Ω0
ρp(s) | ψ |2 dsdt−(1+ 1
2λ0
)E1 ‖ χ(a−δ,a+l)ψ ‖2
✭✶✸✳✾✻✮
❈❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ Q(ψ) ≥ 0 ✐❧ s❡r❛ s✉✣s❛♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡
∀ψ ∈ D(qlθ) ♦♥ ❛
qR2 (ψ) + 2
∫
Ω0
ρp(s) | ψ |2 dsdt− (4 + 2
λ0
)E1 ‖ χ(a−δ,a+l)ψ ‖2≥ 0 ✭✶✸✳✾✼✮
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✶✹✺
❈✬❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ∀ϕ ∈ H1(R) ♦♥ ❛∫
R
| ϕ′ |2 +2
∫
R
ρp(s) | ϕ |2 ds− (4 + 2
λ0
)E1
∫ a+l
a−δ
| ϕ |2 ds ≥ 0 ✭✶✸✳✾✽✮
❜✳➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✭✶✸✳✸✳✾✮✱ ♦♥ ✈❡✉t ♠♦♥✲
tr❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❖♥ s❡ ♣r♦✲
♣♦s❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳✸✳✶✸✳ ❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✸✳✾✱
s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ δ t❡❧ q✉❡ ‖θ¨‖
2
∞
L2
≤ δ ≤ 1
2
❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ lmax > 0 t❡❧
q✉❡ ∀ l < lmax ♦♥ ❛∫
R
| ϕ′(s) |2 +2ρp(s) | ϕ(s) |2 ds ≥ (4 + 2
λ0
)E1
∫
I+
| ϕ(s) |2 ds ✭✶✸✳✾✾✮
♦ù I+ := (a− δ, a+ l)
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳✶✸✳✸✳✶✸ ✿
P♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ− ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❡t ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ p
❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ✭✶✸✳✼✼✮ ❞❛♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ✭✶✸✳✼✻ ♦♥ ❛ ✿
| ϕ(t) |2≤ 4
Cπ
∫
R
ρp(s)ϕ
2(s)ds+
(8 ln 2
π
+2(t−p)
)∫
R
| ϕ′(s) |2 ds ✭✶✸✳✶✵✵✮
❖♥ ✐♥tè❣r❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦tés ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✸✳✶✵✵✮ s✉r I+✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t∫
I+
| ϕ(t) |2 ≤ 4(l + δ)
Cπ
∫
R
ρp(s)ϕ
2(s)ds
+
(
(
8 ln 2
π
+ 2(a− p))(l + δ) + (l + δ)2
)∫
R
| ϕ′(s) |2 ds
)
≤ P (δ, l)
∫
R
2ρp(s)ϕ
2(s)ds+
∫
R
| ϕ′(s) |2 ds
❛✈❡❝ P (δ, l) =
(
(l + δ)( 2
Cπ
+ 8 ln 2
π
+ 2(a − p)) + (l + δ)2
)
✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥
✶✹✻ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦tés ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣❛r E1(4 + 2λ0 ) ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
(4+
2
λ0
)E1
∫ l+a
a−δ
| ϕ(t) |2 dt ≤ (4+ 2
λ0
)E1P (l, δ)
∫
R
2ρp(s) | ϕ(s) |2 + | ϕ′(s) |2 ds
✭✶✸✳✶✵✶✮
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t l ≤ lmax ❛✈❡❝
lmax := −( 1
πC
+
4 ln 2
π
+a−p)+
√
(
1
πC
+
4 ln 2
π
+ a− p)2 + ((4 + 9
λ0
)E1)−1−δ
■❝✐ δ ❡st ❝❤♦✐s✐ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ♣♦✉r ❛ss✉r❡r q✉❡ lmax > 0✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✶✸✳✸✳✶✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù θm < a < a + l = θM ❡st ✉♥ ❝❛s ❝r✐t✐q✉❡✳
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ θm 6= a ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❧♦❝❛❧❡
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t✳ ■❧ ❢❛✉t ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ s✐
Supp(θ˙) = [a, a+ l] ♥♦s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡s
■❧ ♥❡ r❡st❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❝❛s à tr❛✐t❡r✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é ❡t q✉✐
❞❡♠❛♥❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳ ❘❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❧❡ tr❛✐t❡ sé♣❛ré♠❡♥t
✶✸✳✸✳✸ ❚r♦✐s✐è♠❡ ❝❛s Ia(l) $ Supp(θ˙)
■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st é✈✐❞❡♠❡♥t str✐❝t❡✱ ♣✉✐sq✉❡
s✐ Ia(l) = Supp(θ˙) ♦♥ ♣❡r❞ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❧♦❝❛❧❡
❖♥ s❡ ♠❡t ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù θm < a < a + l < θM ✳ ▲❡ ❜✉t ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳✸✳✶✹✳ ❙✐ Ia(l) ⊂ Supp(θ˙)✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ δ > 0 s✉✣✲
s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ dmax(θ, ω) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t d < dmax ✐❧ ❡①✐st❡ lmax
t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t l < lmax(θ, d, ω) ♦♥ ❛ s✐ Ia(l) ⊂ Supp(θ˙)✱ σd(H lθ) = ∅
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❚❤é♦rè♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❝❛s✱ s❡ ❜❛s❡ s✉r
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞② ❧♦❝❛❧❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❝❡ ❝❛s ❞✐✛ér❡♥t ❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬ét❛❜❧✐r ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❍❛r❞②✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s
❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② q✉✬♦♥ ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✶✹✼
❛✲❉❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❍❛r❞② ❧♦❝❛❧❡s
❈❡ ❝❛s ❡st ✉♥ ♣❡✉ ❞✐✛ér❡♥t ❡t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs
♥✐✈❡❛✉①✳ P❧✉s✐❡✉rs ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts s❡r♦♥t ♦❜s❡r✈és ❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét❛❜❧✐r✳ ❈✬❡st ✉♥ ❝❛s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ❡t
♥é❝❡ss✐t❡ ♣❧✉s ❞❡ ♣r✉❞❡♥❝❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ✈♦✉❧✉❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r
rés✉❧t❛t q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❧♦❝❛❧❡ s❡
rés✉♠❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳✸✳✶✺✳ ❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✸✳✶✹✱
♣♦✉r p ∈ (θm, a) ❡t q ∈ (a+ l, θM) ✐❧s ❡①✐st❡♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s Cp
❡t Cq t❡❧❧❡s q✉❡
qlθ(ψ)−
∫
Ω0
g(s) | ψ |2 dsdt ≥
∫
ω
∫ p
−∞
Cp
1 + (s− p)2 | ψ |
2 dsdt ✭✶✸✳✶✵✷✮
❡t
qlθ(ψ)−
∫
Ω0
g(s) | ψ |2 dsdt ≥
∫
ω
∫ +∞
q
Cq
1 + (s− q)2 | ψ |
2 dsdt ✭✶✸✳✶✵✸✮
❘❡♠❛rq✉❡ ✶✸✳✸✳✷✳ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té q✉✐ rés✉❧t❡ ❞❡s ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ✭✶✸✳✶✵✷✮ ❡t
✭✶✸✳✶✵✸✮ ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✸✳✶✺ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
qlθ(ψ)−
∫
Ω0
g(s) | ψ |2 dsdt ≥
∫
Ω0
ρ(s) | ψ |2 dsdt ✭✶✸✳✶✵✹✮
❛✈❡❝
ρ(s) :=

Cp
2(1+(s−p)2) , s✐ s < p ❀
0 s✐ p < s < q ❀
Cq
2(1+(s−q)2) , s✐♥♦♥✳
✭✶✸✳✶✵✺✮
Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✸✳✶✺
❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✸✳✶✵✷✮ ❡st ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s
❧❡s ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥ts ✭❛✈❡❝ Cp = C✮✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✸✳✶✵✸✮
❡st ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❛✐s q✉✐ s✬ét❛❜❧✐t ❡t s❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ❧❡s ♠ê♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s
♣♦✉r ✭✶✸✳✶✵✷✮✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧❡r q✉❡ ❧❡ ▲❡♠♠❡✳✶✸✳✸✳✺
✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❞❡✈✐❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✶✹✽ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
▲❡♠♠❡ ✶✸✳✸✳✶✻✳ ❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✸✳✶✺ ❡t ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ✺✳✷✸✱❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r p ∈ (θm, a]
❡t ♣♦✉r ψ ∈ D(qlθ) t❡❧❧❡ q✉❡ ψ(p, .) = 0✱ ∀α, β > 0 ✐❧ ❡①✐st❡ γα,β t❡❧❧❡ q✉❡
| q(θm,p)2,3 (ψ) |≤ γα,βq(θm,p)1 (ψ) + αq(θm,p)2 (ψ) + βq(θm,p)3 (ψ) ✭✶✸✳✶✵✻✮
♦ù
γα,β =
2
α
d2 ‖ θ˙ ‖2∞ +max
{d ‖ θ¨ ‖∞‖ θ˙ ‖∞ √c2
θ˙0
√
λ
,
d2 ‖ θ¨ ‖2∞ c2
α
,
d2 ‖ θ¨ ‖2∞ c2
2βθ˙20λ
}
✭✶✸✳✶✵✼✮
❛✈❡❝
c2 = max{2+16 | p− θm |
2
r2
, 4 | p−θm |2} et | θ˙ |≥ θ˙0 > 0, ∀s ∈ (p′−r, p) ⊂ (θm, p]
✭✶✸✳✶✵✽✮
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♣♦✉r q ∈ [a + l, θM) ❡t ♣♦✉r ψ ∈ D(qlθ) t❡❧❧❡ q✉❡ ψ(q, .) = 0✱
∀α′, β′ > 0 ✐❧ ❡①✐st❡ γ′α′,β′ t❡❧❧❡ q✉❡
| q(q,θM )2,3 (ψ) |≤ γ′α′,β′q(q,θM )1 (ψ) + α′q(q,θM )2 (ψ) + β′q(q,θM )3 (ψ) ✭✶✸✳✶✵✾✮
♦ù
γ′α′,β′ =
2
α′
d2 ‖ θ˙ ‖2∞ +max
{d ‖ θ¨ ‖∞‖ θ˙ ‖∞ √c′2
˙θ+
√
λ
,
d2 ‖ θ¨ ‖2∞ c′2
α′
,
d2 ‖ θ¨ ‖2∞ c2
2β′θ˙2+λ
}
✭✶✸✳✶✶✵✮
❛✈❡❝
c′2 = max{2+16
| θM − q |2
r2
, 4 | θM−q |2} et | θ˙ |≥ θ˙+ > 0, ∀s ∈ (q′, q′+r) ⊂ [q, θM)
✭✶✸✳✶✶✶✮
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ (θM , p) ♣❛r (q, θM)✳ ❖♥ ♣❛ss❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❧❛ ♣❛rt✐❡
❧❛ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡ ✿
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✶✹✾
❜✲❘é❞✉❝t✐♦♥ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥ts ✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
❞❡ ❍❛r❞② ❧♦❝❛❧❡ ✭✶✸✳✶✵✷✮ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Q(ψ) := qlθ(ψ)− E1 ‖ ψ ‖2
≥ 1
2
(
qR1 (ψ) + q
R
2 (ψ) + q
(θm,θM )
3 (ψ) + q
(θm,θM )
2,3 (ψ) +
∫
Ω0
ρp(s) | ψ |2 dsdt
− E1 ‖ χ(a,a+l)ψ ‖2
)
✭✶✸✳✶✶✷✮
♦ù ρp ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✭✶✸✳✼✼✮✳
▲❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✬é❝r✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
q
(θm,θM )
2,3 (ψ) = q
(θ,a)
2,3 (ψ) + q
(a,a+l)
2,3 (ψ) + q
(a+l,θM )
2,3 (ψ) ✭✶✸✳✶✶✸✮
❙♦✐t f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
f(s) =

1, s✉r (−∞, a− δ) ∪ (a+ l + δ,+∞) ❀
−s+a
δ
, s✉r [a− δ, a] ❀
0, s✉r [a, a+ l] ❀
s−l+a
δ
, s✐♥♦♥✳
✭✶✸✳✶✶✹✮
❡t ♦♥ ♥♦t❡ ♣❛r f¯ = 1 − f ✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t ψ = fψ + f¯ψ ♦♥ ❡ss❛✐ ❞✬❡st✐♠❡r
✭✶✸✳✶✶✸✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡
♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭✶✸✳✶✶✸✮ ❡st ❡st✐♠é✱ ❡♥ ✉t✐❧✐✲
s❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✸✳✶✵✻✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡✶✸✳✸✳✶✻ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s
❡①♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
| q(θm,a)2,3 (ψ) | ≤ γα,βq(θm,a)1 (ψ) + 2αq(θm,a−δ)2 (ψ) + (2α +
1
α2
)q
(a−δ,a)
2
+ βq
(θm,a−δ)
3 (ψ) + (β +
α1
δ2
+ 4α2)q
(a−δ,a)
3 (ψ)
+ (
1
α1λ0
+
2α
δ2λ0
)
(
Q(ψ) + E1 ‖ χ(a,a+l)ψ ‖2
)
✭✶✸✳✶✶✺✮
♦ù α, β, α1, α2 > 0 ❡t γα,β ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✭✶✸✳✶✵✼✮✳
✶✺✵ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✭✶✸✳✶✶✸✮ ❡st ❝♦♥trô❧é ♣❛r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❨♦✉♥❣ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿
| qa,a+l2,3 (ψ) |≤ α3q(a,a+l)2 (ψ) +
1
α3
qa,a+l3 (ψ) ✭✶✸✳✶✶✻✮
▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✭✶✸✳✶✶✸✮ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés ✿
q
(a+l,θM )
2,3 = q
(a+l,θM )
2,3 (fψ) + 2
(1
δ
(χ(a+l,a+l+δ)θ˙f∂τψ, ψ) + (χ(a+l,a+l+δ)θ˙(1 + f)∂τ , f¯∂sψ)
)
= q
(a+l,θM )
2,3 (fψ) + ST2 ✭✶✸✳✶✶✼✮
♦ù ST2 := 2
(
1
δ
(χ(a+l,a+l+δ)θ˙f∂τψ, ψ)+(χ(a+l,a+l+δ)θ˙(1+f)∂τ , f¯∂sψ)
)
❈♦♠♠❡
fψ ∈ H10((a+ l,+∞)× ω)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✸✳✶✵✾✮
❞✉ ❧❡♠♠❡✳✶✸✳✸✳✶✻✱ ✐❡✱ ♣♦✉r α′, β′ > 0 ✐❧ ❡①✐st❡ γ′α′,β′ > 0 t❡❧❧❡ q✉❡
| q(a+l,θM )2,3 (fψ) |≤ γ′α′,β′q(a+l,θM )1 (fψ) + α′q(a+l,θM )2 (fψ) + β′q(a+l,θM )3 (fψ)
✭✶✸✳✶✶✽✮
P❛r ❧❡s ♠ê♠❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ ❛ ✿
q
(a+l,θM )
2 ≤ 2q(a+l,θM )2 +
2
δ2λ0
(
Q(ψ) + E1 ‖ χ(a,a+l)ψ ‖2
)
✭✶✸✳✶✶✾✮
❖♥ s❛✐t q✉❡ q(a+l,θM )1 (fψ) ≤ q(a+l,θM )1 (ψ) ❡t q(a+l,θM )3 (fψ) ≤ q(a+l,θM )3 (ψ)✱ ❛❧♦rs✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
| q(a+l,θM )2,3 | ≤ γ′α′,β′q(a+l,θM )1 (ψ) + 2α′q(a+l,θM )2 (ψ) + β′q(a+l,θM )3 (ψ)
+
2α′
δ2λ0
(Q(ψ) + E1 ‖ χ(a,a+l)ψ) ‖2 ✭✶✸✳✶✷✵✮
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✭✶✸✳✶✶✼✮ ❡st ❡st✐♠é ❝♦♠♠❡ s✉✐t
| ST2 | ≤ 1
α5
q
(a+l,a+l+δ)
2 (ψ) + (
α4
δ2
+ 4α5)q
(a+l,a+l+δ)
3 (ψ)
+
1
α4λ0
(Q(ψ) + E1 ‖ χ(a,a+l)ψ ‖2) ✭✶✸✳✶✷✶✮
✭✶✸✳✶✷✵✮ ❡t ✭✶✸✳✶✷✶✮ ❞♦♥♥❡♥t
| q(a+l,θM )2,3 (ψ) | ≤ γ′α′,β′q(a+l,θM )1 (ψ) +
1
α5
q
(a+l,a+l+δ)
2 (ψ) + 2α
′q(a+l,θM )2 (ψ)
+ (
α4
δ2
+ 4α5)q
(a+l,a+l+δ)
3 (ψ) + β
′q(a+l,θM )3 (ψ)
+ (
2α′
δ2λ0
+
1
α4λ0
)(Q(ψ) + E1 ‖ χ(a,a+l)ψ ‖2) ✭✶✸✳✶✷✷✮
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✶✺✶
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✸✳✽✹✮✱ ✶✸✳✶✶✻ ❡t ✭✶✸✳✶✷✷✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
| q(θm,θM )2,3 (ψ) | ≤ γα,βq(θm,a)1 (ψ) + γ′α′,β′q(a+l,θM )1 (ψ)
+ 2αqθm,a−δ2 (ψ) + (2α +
1
α2
)qa−δ,a2 (ψ) + α3q
a,a+l
2 (ψ)
+ (2α′ +
1
α5
)q
(a+l,a+l+δ)
2 (ψ) + 2α
′q(a+l+δ,θM )2 (ψ)
+ βq
(θm,a−δ)
3 (ψ) + (
α1
δ2
+ 4α2 + β)q
(a−δ,a)
3 (ψ) +
1
α3
q
(a,a+l)
3 (ψ)
+ (
α4
δ2
+ 4α5 + β
′)q(a+l,a+l+δ)3 + β
′q(a+l+δ,θM )3
+ (
2(α + α′)
δ2λ0
+
1
α1λ0
+
1
α4λ0
)(Q(ψ) + E1 ‖ χ(a,a+l)ψ ‖2)
. ✭✶✸✳✶✷✸✮
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✭✶✸✳✶✷✸✮ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✸✳✶✶✷✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ❡♥ ♣♦✲
s❛♥t Ct := 1 + α+α
′
δ2λ0
+ 1
2α1λ0
+ 1
2α1λ0
CtQ(ψ) ≥ 1
2
(
(1− γα,β)q(θm,a)(ψ)1 + q(a,a+l)1 (ψ) + (1− γ′α′,β′q(a+l,θM )1 (ψ) + qR\(θm,θM )2 (ψ)
+ (1− 2α− 1
α2
)q
(a−δ,a)
2 (ψ) + (1− 2α)q(θm,a−δ)2 (psi) + (1− α3)q(a,a+l)2 (ψ)
+ (1− 2α′ − 1
α5
)q
(a+l,a+l+δ,a)
2 + (1− 2α′)q(a+l+δ,θM )2 (ψ)
+ (1− β)q(θm,a−δ)3 (ψ) + (1− β −
α1
δ2
− 4α2)q(a−δ,a)3 (ψ) + (1−
1
α3
)q
(a,a+l)
3 (ψ)
+ (1− β′)q(a+l+δ,θM )3 (ψ)(1−
α4
δ2
− 4α5 − β′)q(a+l,a+l+δ)3 (ψ)
+
∫
Ω0
ρ(s) | ψ |2 dsdt− (1 + 2(α + α
′)
δ2λ0
+
1
α1λ0
+
1
α4λ0
)E1 ‖ χ(a,a+l)ψ ‖2
)
. ✭✶✸✳✶✷✹✮
P♦✉r α = α′ = δ
2
4
✱ β = β′ = 1
4
✱ α2 = α5 = 4✱ α3 = 12 ✱ α1 = α4 = 2 ❡t ❡♥
✶✺✷ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ δ2 < 1
2
♦♥ ❛rr✐✈❡ à
(1 +
1
λ0
)Q(ψ) ≥ 1
2
(
(1− γ δ2
4
, 1
4
)q
(θm,a−δ)
1 (ψ) + (1− γ′δ2
4
, 1
4
)q
(a+l+δ,θM )
1 (ψ)
≥ 1
2
qR2 (ψ) +
∫
Ω0
ρ(s) | ψ |2 dsdt+ (2 + 2
λ0
)E1 ‖ χa−δ,a+l+δψ ‖2
+ (
1
2
− γ δ2
4
, 1
4
) + (
1
2
− d2 ‖ θ˙ ‖2∞ (16 +
2
δ2
)) ‖ χ(a−δ,a)∇′ψ ‖2
+ (1− d2 ‖ θ˙ ‖2∞) ‖ χ(a,a+l)∇′ψ ‖2
+ ((
1
2
− γ′δ2
4
, 1
4
) + (
1
2
− d2 ‖ θ˙ ‖2∞ (16 +
2
δ2
)) ‖ χ(a+l,a+l+δ)∇′ψ ‖2
)
✭✶✸✳✶✷✺✮
❙✐ d < dmax = min{d1, d2, 14√2L2} ❛✈❡❝ d1 := −B+
√
∆1
2A
♦ù A = 2L4+ c2+ L
2c2
8θ˙20λ
✱
B =
L2
√
c2
4
√
λ
∆1 = B
2 + 2A ❡t d2 :=
−B′+√∆2
2A′
♦ù A′ = 2L4 + c′2 +
L2c′2
8θ˙2+λ
✱
B′ =
L2
√
c′2
4
√
λ
∆2 = (B
′)2 + 2A′ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡
(1+
1
λ0
)Q(ψ) ≥ 1
4
qR2 (ψ)+
1
2
∫
Ω0
ρ(s) | ψ |2 dsdt− (1+ 1
λ0
)E1 ‖ χa−δ,a+l+δψ ‖2
✭✶✸✳✶✷✻✮
❉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥é❣❛❧✐té✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
qR2 (ψ) + 2
∫
Ω0
ρ(s) | ψ |2 dsdt ≥ 4(1 + 1
λ0
)E1 ‖ χa−δ,a+l+δψ ‖2 ✭✶✸✳✶✷✼✮
❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ♠♦♥tr❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∀ϕ ∈ H1(R),
∫
R
| ϕ′(s) |2 +2ρ(s) | ϕ(s) |2 ds ≥ 4(1+ 1
λ0
)E1
∫ a+l+δ
a−δ
| ϕ |2 ds
✭✶✸✳✶✷✽✮
♦♥ ❝♦♥s❛❝r❡ ❧❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣❛rt✐❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡
❝✳➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧
❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ s♦✉s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✸✳✶✹✱ ♦♥ ✈❡✉t ♠♦♥✲
tr❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❖♥ s❡ ♣r♦✲
♣♦s❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❚♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t ✶✺✸
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳✸✳✶✼✳ ❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡✳✶✸✳✸✳✶✹✱
s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❡❧ δ t❡❧ q✉❡ ‖θ¨‖
2
∞
L2
≤ δ ≤ 1
2
❛ss❡③ ♣❡t✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ lmax > 0 t❡❧
q✉❡ ∀ l < lmax ♦♥ ❛∫
R
| ϕ′(s) |2 +2ρp(s) | ϕ(s) |2 ds ≥ (4 + 2
λ0
)E1
∫
I+
| ϕ(s) |2 ds ✭✶✸✳✶✷✾✮
♦ù I+ := (a− δ, a+ l + δ)
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳✶✸✳✸✳✶✼ ✿
P♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ− ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❡t ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ p
❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ✭✶✸✳✼✼✮ ♦♥ ❛ ✿
| ϕ(t) |2≤ 4
Cπ
∫
R
ρp(s)ϕ
2(s)ds+
(8 ln 2
π
+2(t−p)
)∫
R
| ϕ′(s) |2 ds ✭✶✸✳✶✸✵✮
❖♥ ✐♥tè❣r❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦tés ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✸✳✶✸✵✮ s✉r I+✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t∫
I+
| ϕ(t) |2 ≤
(4(l + δ)
Cπ
∫
R
ρp(s)ϕ
2(s)ds+
(
(
8 ln 2
π
+ 2(a− p))(l + δ) + (l + δ)2
)∫
R
| ϕ′(s) |2 ds
)
≤
(
(l + δ)(
2
Cπ
+
8 ln 2
π
+ 2(a− p)) + (l + δ)2
)(∫
R
2ρp(s)ϕ
2(s)ds+
∫
R
| ϕ′(s) |2 ds
)
✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝♦té ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣❛r 4E1(1 + 1λ0 ) ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✿
4(1 +
1
λ0
)E1
∫ l+a
a−δ
| ϕ(t) |2 dt ≤ P (l, δ)
∫
R
2ρp(s) | ϕ(s) |2 + | ϕ′(s) |2 ds
✭✶✸✳✶✸✶✮
♦ù P (l, δ) = (4+ 2
λ0
)E1
(
2(l+ δ)( 1
πC
+ 4 ln 2
π
+a−p)+ (l+ δ)2
)
✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t
l ≤ lmax ❛✈❡❝
lmax := −( 1
πC
+
4 ln 2
π
+a−p)+
√
(
1
πC
+
4 ln 2
π
+ a− p)2 + ((4 + 9
λ0
)E1)−1−δ
■❝✐ δ ❡st ❝❤♦✐s✐ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ♣♦✉r ❛ss✉r❡r q✉❡ lmax > 0✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✶✹
❚♦rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭♣ér✐♦❞✐q✉❡✮
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ t♦rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✳✵✳✶✳ ❙✐ θ˙(s) = β✱ ∀s ∈ R✱ ♦ù β ∈ R∗ ❛❧♦rs ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❡st
❞✐t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♦✉ ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳
❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r HDβ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
▲❛♣❧❛❝❡ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t −∆DΩβ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ t✉❜❡ t♦rs❛❞é Ωβ✳ P❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✭✺✳✶✮✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ HDβ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
HDβ = −∆ω − (∂s + β∂τ )2. ✭✶✹✳✶✮
HDβ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
qDβ =
∫
Ω0
|∇′ψ|2 + |∂sψ + β∂τψ|2dsdt, D(qDβ ) = H10(Ω0). ✭✶✹✳✷✮
❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ été ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬✶✶❪ ❡t ❬✷✸❪✳ ➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❋❧♦q✉❡t✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✷✸❪ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ HDβ
❡st ♣✉r❡♠❡♥t ❛❜s♦❧✉♠❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t q✉❡ σ(HDβ ) = [λ1,+∞)✱ ♦ù λ1 ❡st ❧❛
♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ −∆Dω − β2∂2τ ❞é✜♥✐❡
s✉r L2(ω) ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❡t ❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st ✿
λ1 := inf
ϕ∈H10(ω)ϕ 6=0
‖ ∇′ϕ ‖2L2(ω) +β2 ‖ ∂τϕ ‖2L2(ω)
‖ ϕ ‖2L2(ω)
> 0 ✭✶✹✳✸✮
✶✺✹
❚♦rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭♣ér✐♦❞✐q✉❡✮ ✶✺✺
❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r J1 ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à λ1 ❡t ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥
s♣❡❝tr❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
−∆Dω J1 − β2∂2τJ1 = λ1J1 ✭✶✹✳✹✮
❉❛♥s ❬✶✶❪ ❡t ❬✷✸❪ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡ ♣❛r ✉♥❡ t♦r✲
s✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ s❡✉✐❧ s♣❡❝tr❛❧ t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✐s❝r❡t
✈✐❞❡✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛ ♠♦t✐✈é à ét✉❞✐❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡ ♠❛✐s ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t s✉r ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❜♦r♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
◆❡✉♠❛♥♥✳ ❊♥ ❡✛❡t ❖♥ ✈❛ ét✉❞✐❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r HNβ := −∆ω− (β∂τ +∂s)2✱ ❛✈❡❝
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r N ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t
s✉r D ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✿
D(HNβ ) = {ψ ∈ H1(Ω0), HNβ ψ ∈ L2(Ω0), ψ⌈D= 0 et
∂ψ
∂n
⌈N= 0}. ✭✶✹✳✺✮
HNβ ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✿
qNβ = ‖ ∇′ψ ‖2 + ‖ ∂sψ + θ˙∂τψ ‖2;
D(qNβ ) = {ψ ∈ H1(Ω0), | ψ⌈D= 0} ✭✶✹✳✻✮
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ♣ré❝✐s❡r s♦✉s q✉❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❡s
ét❛ts ❧✐és ❝réés ♣❛r ❧❛ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡①✐st❡♥t ❡♥❝♦r❡ ♠❛r❣é ❧❛ t♦rs✐♦♥✳
✶✹✳✶ ▲❡ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ t✉❜❡ ❞r♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ t✉❜❡ t♦rs❛❞é ❧♦❝❛❧❡✲
♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞✉
s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ✐❝✐ ❞✉ ❜r❛❝❦❡t✐♥❣ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥✳ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t
❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r {s0} × ω ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡
s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✭❝❢✳❬✸✺❪✮✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
êtr❡ ❛❞❛♣t❡r✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛❥♦✉té❡ ❛❞♠❡t ✉♥ ❡✛❡t s✉r ❧❡
s❡✉✐❧ ❞✉ s♣❡❝tr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡st tr❛✐té ❞❛♥s ❬✾❪✳ ❊♥ ❡✛❡t
✶✺✻ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r {s0 = 0} × ω✱ ❞♦♥♥❡
♥❛✐ss❛♥❝❡ à ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ s♣❡❝tr❡ s♦✉s λ1✳
■♠♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ s✉r {s0 = 0} × ω ✐✳❡✳ ♦♥ ❝♦♥s✐✲
❞èr❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r HNβ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s L
2(R × ω) ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
qNβ =‖ ∇′ψ ‖2 + ‖ ∂sψ+β∂τψ ‖2 ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡D(qβN) := D−⊕D+ ♦ùD+ ✭r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t D−✮ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s H10(R×ω)
s✉r (0,+∞)× ω ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ (−∞, 0)× ω✮✳ ➱✈✐❞❡♠❡♥t✱ HDβ ≥ HNβ ✳ P❛r
❝♦♥tr❡✱ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ✉♥❡ ✐❞é❡ ❝❧❛✐r❡ s✉r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r HNβ ◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✹✳✶✳✶✳ ❙♦✐t β 6= 0 ❛❧♦rs inf σ(HNβ ) < λ1
Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥✳✶✹✳✶✳✶ ✿
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st ψ ∈ D(qNβ )
t❡❧❧❡ q✉❡ QN(ψ) := qNβ (ψ) − λ1 ‖ ψ ‖2< 0 ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
q✉❡ QN t❡♥❞ ✈❡rs ③❡r♦ ♣♦✉r ✉♥ ❜♦♥ ❝❤♦✐① ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st✳ ❙♦✐t ϕ : R → R
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ϕ(s) = 1 ♣♦✉r s ∈ [−1, 1] ❡t ϕ(s) = 0 ♣♦✉r
|s| ≥ 2✳ P♦✉r t♦✉t ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡r n ≥ 1✱ s♦✐t ϕn(s) := ϕ(s/n)✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡
❜✐❡♥ q✉❡ ϕnJ1 ∈ D(qDβ ) ⊂ D(qNβ )✳ ❆❧♦rs
QN(ϕnJ1) = ‖ϕ˙nJ1‖2 − 2(ϕ˙nJ1, βϕn∂τJ1) = ‖ϕ˙n‖2L2(R) =
1
n
‖ϕ˙‖2L2(R) −−−→
n→∞
0 .
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❛ été ❞é❞✉✐t❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r
♣❛rt✐❡s ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ J1 ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ✈❛ ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡
♣❡t✐t❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st
ψδ(x) := ϕn(s)J1(t) + δ φ(x) ,
♦ù δ ❡st ✉♥ ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡ ré❡❧ ❡t φ ∈ D(qNβ ) s❡r❛ ❞ét❡r♠✐♥é ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✳
❚♦rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭♣ér✐♦❞✐q✉❡✮ ✶✺✼
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t φ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡
QN(ψδ) = Q
N(ϕnJ1) + 2 δ Q
N(φ, ϕnJ1) + δ
2QN(φ) . ✭✶✹✳✼✮
❖♥ ♣ré❝✐s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡
φ(x) := ρ(s)τ(t)J1(t) , ❛✈❡❝ τ(t) := − arctan t3
t2
❡t ρ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s s✉♣♣♦rté❡ s✉r [−1, 0] t❡❧❧❡ q✉❡ ρ(0) 6= 0✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❜✐❡♥ q✉❡ φ ∈ D(qNβ )✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s D(qDβ )✳
❖♥ ✐♥tè❣r❡ ♣❛r ♣❛rt✐❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s tr❛♥s✈❡rs❡ (t2, t3) ❡t ❡♥ ❡♠✲
♣❧♦②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s♣❡❝tr❛❧❡ q✉❡ s❛t✐s❢❛✐t J1 ❡t λ1 ✱✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡
♠♦♥tr❡r q✉❡
QN(φ, ϕnJ1) = (∂1φ, ϕ˙nJ1)− (∂1φ, βϕn∂τJ1) + (βφ, ϕ˙n∂τJ1) ✭✶✹✳✽✮
❈♦♠♠❡ ♦♥ s❛✐t ϕn = 1 s✉r Supp(ρ)✱ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡
❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✶✹✳✽ s♦♥t ♥✉❧s✳ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ q✉✐
r❡st❡ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ J1✱ ❡st ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♦♥ ❝♦♥❝❧✉❡ q✉❡
QN(φ, ϕnJ1) = −(∂1φ, βϕn∂τJ1) = −βρ(0)
∫
ω
τJ1∂τJ1 =
βρ(0)
2
.
P♦✉r ✜①❡r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ QN ✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ρ(0) =
−β✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ ♠✐①t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✹✳✼✮ ❡st ♥é❣❛t✐❢
✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ n ♣♦✉r t♦✉t δ ♣♦s✐t✐❢✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r
t❡r♠❡ ♣❡✉t r❡st❡r ♥é❣❛t✐✈❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t δ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱
❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t n s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉t ❧❡s t❡r♠❡s ❞❛♥s ✭✶✹✳✼✮
r❡st❡ ♥é❣❛t✐✈❡✳
✶✹✳✷ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ét❛ts ❧✐és
◆♦t♦♥s ♣❛r E := inf(σess(HNβ ))✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ 0 < E ≤ λ1✳ ❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡
❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
✶✺✽ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❚❤é♦rè♠❡ ✶✹✳✷✳✶✳ ■❧ ❡①✐st❡ lmin > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t l > lmin ♦♥ ❛
σd(H
N
β ) 6= ∅ ♦ù N ⊇ Aa(l)✳
Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳✶✹✳✷✳✶
❙✐ Aa(l) ⊆ N ♦♥ ❛ HNβ ≤ H lβ✳ ❆❧♦rs ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r
H lβ✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s❡ ❜❛s❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬✐❞é❡ ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st φδ ❞❛♥s D(qlβ) t❡❧❧❡ q✉❡
Qβ(φδ) = q
l
β(φδ)− E ‖ φδ ‖2< 0
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ϕl,a ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✶✸✳✷✳✶✮ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s
❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥ à s✉♣♣♦rt ❝♦♠♣❛❝t✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q˜lβ(ϕl,a)
q˜lβ(ϕl,a) =‖ ∇′ϕl,a ‖2 + ‖ β∂τϕl,a + ∂sϕl,a ‖2 −E ‖ ϕl,a ‖2 ✭✶✹✳✾✮
▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✹✳✾✮ ❡st ♥✉❧✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡
❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✹✳✾✮ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
‖ β∂τϕl,a + ∂sϕl,a ‖2= 20
l
| ω |
❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✹✳✾✮ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
‖ ϕl ‖2= 13l
15
| ω |
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✹✳✶✵✮ ❡t ✭✶✹✳✶✵✮ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✹✳✾✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
q˜lβ(ϕl,a) =| ω | (
20
l
− 13l
15
E) ✭✶✹✳✶✵✮
❉♦♥❝ s✐ l > lmin :=
√
300
13E
♦♥ ♦❜t✐❡♥t q˜lβ(ϕl) < 0 ✳
❯♥ ❛✉tr❡ rés✉❧t❛t ❡st ét❛❜❧✐ s✐ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ♠♦♥tr❡r ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ E = λ1 ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✶✹✳✷✳✷✳ ❙♦✐t ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ré❣✉❧✐èr❡
❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♥♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛rr✐✈❡ à
♠♦♥tr❡r q✉❡ E = λ1 ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t l > 0 ♦♥ ❛ σd(H
l
β) 6= ∅
❚♦rs✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭♣ér✐♦❞✐q✉❡✮ ✶✺✾
Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳✶✹✳✷✳✷
▲❛ ♣r❡✉✈❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ str❛té❣✐❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ❝❤♦✐① ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s J ✱ ϕδ✱ δ > 0 ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ t✉❜❡
❞r♦✐t ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t❡st φδ := J1ϕδ + δJ2✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s Qβ(φδ)
Qβ(φδ) =‖ ∇′φδ ‖2 + ‖ β∂τφδ + ∂sφδ ‖2 −λ1 ‖ φδ ‖2 ✭✶✹✳✶✶✮
❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✹✳✶✶✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
‖ β∂τφδ + ∂sφδ ‖2 = ‖ βϕδ∂τJ1 + ϕ˙δJ1 + 2δJJ˙ ‖2
= β2 ‖ ϕδ∂τJ1 ‖2 + ‖ ϕ˙δJ1 ‖2 +4δ2 ‖ JJ˙ ‖2 ✭✶✹✳✶✷✮
+ 4δ
(
ϕ˙δJ1, JJ˙
)
+ 4βδ
(
ϕρ∂τJ1, J˙J
)
+ 2β
(
ϕδ∂τJ1, J1ϕ˙δ
)
♦♥ s❛✐t q✉❡
(
ϕ˙δJ1, JJ˙
)
= 0 ♣✉✐sq✉❡ ϕ˙δ(s) = 0 sur Supp(J)✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡
❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✶✹✳✶✷✮ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿(
ϕρ∂τJ1, J˙J
)
=
∫
ω
∂τJ1(t)dt
∫ l+a
l
J˙(s)J(s)ds
=
1
2
∫
ω
∂τJ1(t)dt(J
2(l + a)− J2(l))
= 0 ✭✶✹✳✶✸✮
❆✈❡❝ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♦♥ ❡st✐♠❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡
✭✶✹✳✶✷✮ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿(
ϕδ∂τJ1, J1ϕ˙δ
)
=
∫
ω
J1(t)∂τJ1(t)dt
∫
R
ϕ˙δ(s)ϕδ(s)ds
=
1
4
∫
ω
∂τJ
2
1(t)dt
∫
R
(ϕ2δ)
′(s)ds
= 0 ✭✶✹✳✶✹✮
P❛r s✉✐t❡ ✭✶✹✳✶✷✮ s❡r❛ ré❞✉✐t❡ à ✿
‖ β∂τφδ + ∂sφδ ‖2= β2 ‖ ϕδ∂τJ1 ‖2 + ‖ ϕ˙δJ1 ‖2 +4δ2 ‖ JJ˙ ‖2 ✭✶✹✳✶✺✮
❖♥ s❛✐t q✉❡ λ1 ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s♣❡❝tr❛❧❡ ✿
‖ ϕδ∇tJ1 ‖2 +β2 ‖ ϕδ∂τJ1 ‖2 −λ1 ‖ ϕδJ1 ‖2= 0 ✭✶✹✳✶✻✮
✶✻✵ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✶✹✳✶✺✮ ❡t ✭✶✹✳✶✻✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿
Qβ(φδ) =
(
1 + 4 | ω |‖ JJ˙ ‖2L2(R) −λ1 ‖ J2 ‖2L2(R)| ω |
)
δ2 − 2δλ1 ‖ J1 ‖L1(ω)‖ J ‖2L2(R)
≤
(
1 + 4 | ω |‖ JJ˙ ‖2L2(R)
)
δ2 − 2δλ1 ‖ J1 ‖L1(ω)‖ J ‖2L2(R) ✭✶✹✳✶✼✮
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t δ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ♦♥ ❛rr✐✈❡ à Qβ(φδ) < 0 
❈❤❛♣✐tr❡ ✶✺
❆♣♣❡♥❞✐❝❡
✶✺✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s r❛♣♣❡❧s ❞❡s rés✉❧t❛ts ✉t✐❧✐sés
▲❡♠♠❡ ✶✺✳✶✳✶✳ ✭❬✸✺✱ ▲❡♠♠❡✳✻✳✶❪✮
P♦✉r I ⊆ R ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
qIθ(ψ) :=
∫
I
∫
ω
| ∇′ψ(s, t) |2 + | θ˙∂τψ(s, t) + ∂sψ(s, t) |2 dsdt, ∀ψ ∈ D(qIθ)
D(qIθ) := {ϕ⌈(I × ω) | ϕ ∈ H10(Ω0)} ✭✶✺✳✶✮
❡t ♥♦t♦♥s ♣❛r λ(θ˙, I) ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
λ(θ˙, I) := inf
ϕ∈D(qI
θ
)\0
qIθ(ϕ)− E1 ‖ ϕ ‖2L2(I×ω)
‖ ϕ ‖2
L2(I×ω)
≥ λ0 > 0 ✭✶✺✳✷✮
▲❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ λ0 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡✳✻✳✶ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✺❪✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡✳✻✳✺ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✺❪ ❡t q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡
✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❍❛r❞② ❧♦❝❛❧❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✺✳✶✳✷✳ ❯♥❡ ✐♥❡❣❛❧✐té ❧♦❝❛❧ ❞❡ t②♣❡ ❍❛r❞② ✭ ❬✸✺✱ ❚❤❡♦r❡♠❡✻✳✺❪✮
❙♦✐t ω ✉♥ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ R2 q✉✐ ❡st ♥♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ♣❛r
✶✻✶
✶✻✷ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r I ⊂ R ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡rt ❜♦r♥é✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ θ˙ ∈ L∞(I) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉r ré❡❧❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡ θ˙ 6= 0 s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡
I ♦❢ ❞❡ ♠❡s✉r❡ r❡❛❧ ✳ ❙♦✐t {Ij}j∈K ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❡ I✱
K ∈ N ❛❧♦rs ♣♦✉r ψ ∈ D(qIθ) ♦♥ ❛
qIθ(ψ)− E1 ‖ ψ ‖ 2L2(I×ω) ≥
∑
j∈K
λ(θ˙, Ij)
∫
Ij
∫
ω
| ψ(s, t) |2 dsdt ✭✶✺✳✸✮
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡
❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✶✺✳✶✳✸✳ ✭❬✷✹✱ ▲❡♠♠❡✳✸❪✮
❙♦✉s ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s é♥♦♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡✳✶✺✳✶✳✷ ❡t ♣♦✉r t♦✉t
♥♦♠❜r❡s ♣♦s✐t✐❢s α ❡t β ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡ γα,β q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡
θ˙⌈A ❡t ω t❡❧❧❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ψ ∈ H10(Ω0) ♦♥ ❛ ✿
| qA2,3 |≤ γα,βqA1 + αqB2 + βqA3 ✭✶✺✳✹✮
❖ù A ✐❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ✜♥✐❡ ♦✉ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s
Aj ❡t B := (inf A, supA)
γα,β := γ˜α,β + 2d
2α−1 ‖ θ˙⌈A ‖2∞
γ˜α,β := max{√c3 ‖ θ˙ ‖∞, c32β , c3λθ˙0α−1}✳
c3 := d
2 ‖ θ¨⌈A ‖2∞ c(A,A′)λ−1θ˙−20 A′ ⊂ A ❛♥❞ | θ˙(s) |≥ θ˙0 > 0, ∀s ∈ A′
C(A,A′) := max{2 + 16( |A||A′|)2, 4 | A |2}
λ := inf
ϕ∈H10(ω)\0
‖ ϕ ‖2
L2(ω) −E1 ‖ ϕ ‖2L2(ω) + ‖ ∂τϕ ‖2L2(ω)
‖ ϕ ‖2
L2(ω)
> 0 ✭✶✺✳✺✮
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶❪ ❘✳ ❆✳ ❆❞❛♠s ❀ ❙♦❜♦❧❡✈ s♣❛❝❡s ❀ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✭✶✾✼✺✮✳
❬✷❪ ❲✳ ❍✳ ❇r❛❣❣ ❛♥❞ ❲✳ ▲✳ ❇r❛❣❣ ❀ ❚❤❡ r❡✢❡①✐♦♥ ♦❢ ❳✲r❛②s ❜② ❝r②st❛❧s
Pr♦❝✳ ❘✳ ❙♦❝✳ ▲♦♥❞✳ ❆ ✽✽ ✭✶✾✶✸✮
❬✸❪ ❆✳ ❙✳ ❇♦♥♥❡t✲❇❡♥❞❤✐❛ ❡t P✳ ❏♦❧② ❀ ❈♦✉rs ▼✳✷ ✿ ❚❤é♦r✐❡ s♣❡❝tr❛❧❡ ❞❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❛✉t♦✲❛❞❥♦✐♥ts ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❣✉✐❞é❡s✳
❬✹❪ ❙✳ ❇❡♥ ❍❛r✐s✱ ▼✳ ❇❡♥ ❙❛❧❡❤ ❛♥❞ ❍✳ ◆❛❥❛r ❀ ❖♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t ❛♣❡❝tr✉♠ ♦❢
s♣❛t✐❛❧ q✉❛♥t✉♠ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝ ✇✐♥❞♦✇ ❀ ▼❛t❤✳ P❤②✳ ●❡♦✳✭✷✵✶✵✮✳
❬✺❪ ❉✳ ❇♦r✐s♦✈✱ ❚✳ ❊❦❤♦❧♠✱ ❛♥❞ ❍✳ ❑♦✈❛rí❦ ❀ ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ▼❛❣♥❡t✐❝
❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❖♣❡r❛t♦r ✐♥ ❛ ❲❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❆♥♥✳ ❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré ✻ ✭✷✵✵✺✮✳
❬✻❪ ❉✳ ❇♦r✐s♦✈✱ P✳ ❊①♥❡r✱ ❘✳ ●❛②❧✬s❤✐♥ ❛♥❞ ❉✳ ❑r❡❥cˇ✐rˇí❦ ❀ ❇♦✉♥❞ st❛t❡s ✐♥
✇❡❛❦❧② ❞❡❢♦r♠❡❞ str✐♣s ❛♥❞ ❧❛②❡rs ❀ ❆♥♥✳ ❍❡♥r✐ P♦✐♥❝❛ré ✷ ✭✷✵✵✶✮✳
❬✼❪ ❲✳ ❇✉❧❧❛✱ ❋✳ ●❡r③t❡s②✱ ❲✳ r❡♥❣❡r ❛♥❞ ❇✳ ❙✐♠♦♥ ❀ ❲❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❜♦✉♥❞
st❛t❡s ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❀ Pr♦❝✳ ❆♠❡r✳▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✶✷✼ ✭✶✾✾✼✮✳
❬✽❪ P✳ ❇r✐❡t ❛♥❞ ❍✳ ❍❛♠♠❡❞✐ ❀ ❚✇✐st❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ ❛ ◆❡✉♠❛♥♥ ✇✐♥❞♦✇
t♦ ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❖♣❡r❛t♦r ❚❤❡♦r② ❢♦r ◗✉❛♥t✉♠
P❤②s✐❝s✱ ❊❞✐t♦rs ✿ ❏✳ ❉✐ttr✐❝❤✱ ❍✳ ❑♦✈❛rˇí❦ ❛♥❞ ❆✳ ▲❛♣t❡✈✱ ❊▼❙ P✉❜❧✐✲
s❤✐♥❣ ❍♦✉s❡✱ ❊▼❙ ❙❡r✐❡s ♦❢ ❈♦♥❣r❡ss ❘❡♣♦rts✭❊❈❘✮
❬✾❪ P✳ ❇r✐❡t✱ ❍✳ ❍❛♠♠❡❞✐ ❛♥❞ ❉✳ ❑r❡❥cˇ✐rˇí❦ ❀ ❍❛r❞② ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ✐♥ ❣❧♦❜❛❧❧②
t✇✐st❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❀ ▲❡tt❡rs ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s ✭✷✵✶✺✮✳
✶✻✸
✶✻✹ ❊❢❢❡t ❞✬✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s
❬✶✵❪ P✳ ❇r✐❡t✱ ❍✳ ❑♦✈❛rˇí❦ ❛♥❞ ●✳ ❘❛✐❦♦✈ ❀ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ t✇✐st❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❀
❏✳ ❋✉♥❝t✳ ❆♥❛❧✳ ✷✻✻ ✭✷✵✶✹✮ ❀
❬✶✶❪ P✳ ❇r✐❡t✱ ❍✳ ❑♦✈❛rˇí❦✱ ●✳ ❘❛✐❦♦✈ ❛♥❞ ❊✳ ❙♦❝❝♦rs✐ ❀ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛s②♠♣t♦✲
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